Institutionen for matematik, KTH 5B1118 Diskret matematik 1

Losningsbrslag till inlamningsuppgifter vecka 1

Uppgift 1 Besim samtliga positiva heltatssningar till ekvationen
ax + by = 2001.
Losning:|l vart fall ara = 49 ochb = 22, s ekvationen lyder
49z + 22y = 2001.

Vi kan anvanda Euklides algoritmol att bestmma den étrsta gemensamma delaren meldan
ochb.

49 =2-22+5
22 =4-5+2
5 =2-2+1

Den strsta gemensamma delar@ndarmedl och om vi Bljer detta bakhnges kan vi uttrycka
somma + nb for nagra heltaln ochn.

1 =5-2-2=5-2(22—4-5)
=0.5-2.22=9(49 — 2-22) — 2. 22
—=9.49 —20- 22

En losning till ekvationendr vi om vi multiplicerar med 2001, vilket ger
2001 = 18009 - 49 — 40020 - 22.

Eftersomsgd(49, 22) = 1 ges det enklasteatet att kombinera 22 och 49 till 0 @22 - 49+ 49 -
22 = 0. Slas detta samman meshingen ovands samtligadsningar som

xr = 18009 — 22k
y = —40020 + 49k
Inte alla dessar positiva. Br att thdex ochy skall vara positiva kivs att

0 < 18009 — 22k
0 < —40020 + 49k

vilket betyder att; ska vara sirre an 18009/22 men mindrean40020/49, dvsk € {817, 818}.
Satter vi in dessadda \arden @k far viz = 13, y = 62, respektiver = 35, y = 13.
Svar. Det finns t& positiva bsningar(x, y) = (13,62) och(z,y) = (35, 13).
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Uppgift 2 Bestim samtliga heltat som uppfyllerd < n < ¢ ochsgd(n,c) = 1.

Ldsning: Vi faktoriserarc for att se vilka primtal som delar Att sgd(n, c) = 1 betyder att inget
av dessa primtal delar. Vi kan da salla bort alla tal sonar delbara med de primtal som detar
och kvar blir de tal som uppfyllesgd(n, c) = 1. | vart fall arc = 108. Vi faktoriserarc genom
att prova med alla primtal sorar mindrean 10, och vi ser @ att108 = 2 - 54 = 22.27 = 22. 33,
Alltsa skall vi slla bort alla positiva heltal so@r mindrean108 och somar delbara med eller
3. Vifar d kvar

1,5,7,11,13,17,19,23,25,29, 31, 35, 37, 41, 43, 47, 49, 53, 55,
59,61, 65,67, 71,73,77,79,83,85,89,91, 95,97, 101, 103, 107.

Ett annat &tt att skriva upp dessa tat som de tal mellah och 108 som kan skrivas & formen
6m + 1 eller6m + 5, for nagot heltatn. Dem som kommer ifagaarm = 0, 1,2, ..., 17.

Uppgift 3 Visa med hilp av induktion ati:® — n ar delbart med for alla heltakn.

Losning:Det racker att visa astendet dr naturliga tal, eftersom(—n)? — (—n) = —(n® —n).

Som basfall ser vign = 0 ochvihar d attn® —n = 0> — 0 =0 — 0 = 0, vilket ar delbart med
3 eftersom) = 3 - 0.

Vi antar nu att vi vet att® — & ar delbart me@. Vi vill visa att det ca foljer att(k+1)3— (k+1)
ar delbart med. Vi ser att

(E+1)2—(k+1) = (k+1) (K 4+2k+1)— (k+1) = B+ 3K+ 3k +1—(k+1) = B —k+3(k*+k)

Eftersom vi antagit att® — & ar delbart me@ och3(k? + k) uppenbartr delbart med kan vi
sluta oss till athven summan av dem, dys+ 1)® — (k + 1) ar delbart med.

Enligt induktionsprincipendljer nu attn® — n ar delbart med for alla icke-negativa heltal
n och enligt dendrsta kommentarenadjer det d for alla heltah.

Uppgift 4 En talljd, a1, as, as, ..., ar rekursivt definierad aw; = a, a = b, ocha, ; =
can + a,_1, forn > 1. Visa attsgd(a,, 11, a,,) = sgd(a, b) for alla positivan.

Losning: Alla heltal som delam,, och a,_; delar ocké ca,, + a,_;, och darmedavena,, ;.
Eftersom vi kan skrivar,,_; = a,.1 — ca, har vi pa samma &t att alla gemensamma delare
mellana,_; ocha, ocksa maste delas,_;. Speciellt nste den gtrsta gemensamma delaren
mellana,, ocha, delaa,_; och den girsta gemensamma delaren mellgnoch a,,_; maste
delaa, . Vifar darmed atsgd(a,, ani1) = sgd(an, an_1)-

Vi kan nu visa @stendet med induktion. Om vi antar agid(a,,_1, a,) = sgd(a,b) far vi
attsgd(an, ani1) = sed(a,_1,a,) = sgd(a,b). Dessutom gller attsgd(ay, az) = sgd(a,b), ef-
tersoma; = a ochay = b. Darfor galler enligt induktionsprincipen aigd (a1, a,) = sgd(a, b)
for alla positivan.



