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Lösningsf̈orlag till inlämningsuppgifter vecka 3

Uppgift 1 Besẗam inverserna till samtliga inverterbara element iZa.

Lösning: I mitt fall är a = 21, s̊a detär det inverterbara elementen iZ21 som skall inverteras.
Elementen̈ar inverterbara om de saknar gemensamma delare med23 = 3 · 7. Alltså är de inver-
terbara elementen de heltal mellan1 och 21 som inteär delbara med vare sig3 eller 7. Vi f år
{1, 2, 4, 5, 8, 10, 11, 13, 16, 17, 19, 21}.

Vi börjar med att invertera2 med hj̈alp av Euklides algoritm.

21 = 10 · 2 + 1

och bakl̈anges ger det att1 = 21− 10 · 2 och inversen till2 är−10 ≡ 11 (mod 21).
Efter att ha f̊att fram inversen till2 får vi inversen till potenser av2, genom att ta potenser av

inversen till2. Vi f år 4−1 = 112 ≡ 16 (mod 21), 8−1 = (2−1)3 = 11 · 16 ≡ 8 (mod 21),
16−1 = (2−1)4 = 8 · 11 = 4 och11−1 = 32−1 = 4 · 11 ≡ 2 (mod 21).

Ett annat s̈att att f̊a inverser fr̊an det vi redan k̈anner till är genom att(−a)−1 = −a−1. På
det s̈attet f̊ar vi 19−1 = −2−1 = 10, 17−1 = −4−1 = −16 ≡ 5 (mod 21), 13−1 = −8−1 =
−8 ≡ 13 (mod 21), 5−1 = −16−1 = −4 ≡ 17 (mod 21) och 10 = −11−1 = −2 ≡ 19
(mod 21).

Till slut vet vi att 1−1 = 1 och d̈armed ocks̊a (−1)−1 = −1−1 = −1 ≡ 20 (mod 21).
Vi har nu f̊att alla inverser.1−1 = 1, 2−1 = 11, 4−1 = 16, 5−1 = 17, 8−1 = 8, 10−1 = 19,

11−1 = 2, 13−1 = 13, 16−1 = 4, 17−1 = 5, 19−1 = 10 och20−1 = 20.

Uppgift 2 Dekryptera meddelandetx i ett RSA-system med̈oppen nyckeln oche.

Lösning:I vårt fall är x = 1151246, n = 1323037 oche = 1123. För att kunna f̊a den hemliga
nyckelnd som beḧovs för dekryptering vill vi faktoriseran somp · q. Eftersomn inte är mycket
störreän en miljon kan inte den minsta primfaktorn vara mycket störreän ett tusen, som̈ar roten
ur en miljon. Vi pr̈ovar oss fram med de primtal som̈ar ḧogst1200 och ser attn är delbart med
1109 och1193. Vi har p̊a det viset hittat b̊adep ochq och kan besẗammam som(p−1)(q−1) =
1320736. Vi behöver inversterae modulom för att finnad. Vi använder Euklides algoritm och
får

1320736 = 1176 · 1123 + 88
1123 = 12 · 88 + 67

88 = 1 · 67 + 21
67 = 3 · 21 + 4
21 = 5 · 4 + 1
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och r̈aknar vi bakl̈anges f̊ar vi

1 = 21− 5 · 4 == 21− 5 · (67− 3 · 21) = 16 · 21− 5 · 67
= 16 · (88− 1 · 67)− 5 · 67 = 16 · 88− 21 · 67
= 26 · 88− 21 · (1123− 12 · 88) = 268 · 88− 21 · 1123
= 268 · (1320736− 1176 · 1123)− 21 · 1123
= 268 · (1320736− 1176 · 1123)− 315189 · 1123

Alltså ärd = −315189 ≡ 1005547 (mod 1320736).
Vi behöver nu anv̈anda metoden med successiv kvadrering för att ber̈aknaD(x) = xd i

Zn. Först skriver vid i binär form, vilket vi kan g̈ora genom att successivt dela med2. Sedan
ber̈aknar vi successiva kvadrater. Till slut multiplicerar vi ihop de potenser som svarar mot ettorna
i binärframsẗallningen avd. Allt detta kan g̈oras i en enda slinga, som exempelvis i följande
Javakod.

public class RSA{

public static void main (String argv[]){
int n= 1323037;
int d= 1005547;
int x= 1151246;
long resultat=1;
long potens=x;
for (int i=d;i>0;i=i/2){

if (i%2==1)
resultat = (resultat*potens)%n;

potens=(potens*potens)%n;
}
System.out.println("D(x) = "+resultat);

}
}

som ger utskriften

D(x) = 1193001

Alltså är det dekrypterade meddelandet1193001.

Uppgift 3 Visa att StirlingtaletSk,4 ges av(4k−1 − 1)/6 + (2n−1 − 3n−1)/2 för allak ≥ 4.

Lösning: Eftersom antalet surjektiva funktioner från en m̈angd medk element till en m̈angd
med4 element ges av4!Sk,4 kan vi ber̈akna Stirlingtalet genom att räkna surjektiva funktioner.
Detta kan vi g̈ora med hj̈alp av s̊allprincipen. M̈angden av alla funktioner från{1, 2, . . . , k} till
{1, 2, 3, 4} betecknar viM och delm̈angdernaA1, A2, A3 ochA4 definierar vi genom

Ai = {f ∈M | f(x) 6= i för x = 1, 2, . . . , k.}
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dvs de funktioner som missar taleti. De surjektiva funktionernäar komplementet till unionen av
dessa fyra m̈angder. Vi anv̈ander s̊allprincipen f̈or att ber̈akna antalet element i unionen. Vi får
α1 = |A1|+ |A2|+ |A3|+ |A4| = 4 ·3k, eftersomAi är mängden av funktioner från{1, 2, . . . , k}
till en mängd med3 element. Vidarëarα2 = |A1∩A2|+ |A1∩A3|+ |A1∩A4|+ |A2∩A3|+ |A2∩
A4| + |A3 ∩ A4| = 6 · 2k, eftersom varjeAi ∩ Aj är funktioner till en m̈angd med tv̊a element.
α3 = |A1 ∩A2 ∩A3|+ |A1 ∩A2 ∩A4|+ |A1 ∩A3 ∩A4|+ |A2 ∩A3 ∩A4| = 4 · 1k = 4, eftersom
varje termär antalet funktioner till en m̈angd med ett element.α4 = |A1 ∩ A2 ∩ A3 ∩ A4| = 0,
eftersom det inte finns någon funktion till en m̈angd med noll element.

Sammantaget får vi |A1∪A2∪A3∪A4| = α1−α2+α3−α4 = 4·3k−6·2k+4·1−0. Eftersom
det totalt finns4k funktioner iM får vi att4k− (4 · 3k− 6 · 2k + 4 · 1) = 4k− 4 · 3k + 6 · 2k− 4 · 1
funktionerär surjektiva. StirlingtaletSk,4 får vi nu genom att dela med4! = 24. Alltså

Sk,4 =
1

24
(4k − 4 · 3k + 6 · 2k − 4 · 1) =

1

6
(4k−1 − 1) +

1

2
(2k−1 − 3k−1)

vilket skulle visas.

Uppgift 4 Hur många permutationerp i Sm är involutioner, dvs uppfyllerp2 = id?

Lösning:Vi kan förs̈oka skapa en rekursion för am, antalet involutioner iSm. Omm = 1 finns
en permutation och den̈ar en involution och f̈or m = 2 finns tv̊a permutationer som bådaär
involutioner. Allts̊a är a1 = 1 ocha2 = 2. Om vi nu ser p̊a involutionerna iSm kan vi dela in
dem i tv̊a delar. Den ena delen består av de involutionerp som uppfyllerp(m) = m, dvs de som
fixerarm. Då permuteras dëovrigam− 1 elementen f̈or sig och vi f̊ar en involution p̊a mängden
{1, 2, . . . ,m − 1}. Resterande involutioner sänderm till n ågot annat tali, men eftersom dëar
involutioner m̊aste vi ha attp(i) = m, eftersomp(p(m)) = m. Alltså permuteras̈ovrigam − 2
element f̈or sig och vi f̊ar en involution p̊a mängden{1, 2, . . . ,m} \ {i,m}. Sammantaget har vi
delat upp m̈angden av involutioner iSm i två delar, d̈ar den ena delen haram−1 element och den
andra(m−1)am−2 element, eftersom det finnsm−1 olika s̈att att v̈alja i = p(m). Vår rekursion
blir alltså

am = am−1 + (m− 1)am−2

förm ≥ 3. Sätter vi in begynnelsev̈ardena f̊ar vi

a3 = a2 + 2a1 = 2 + 2 · 1 = 4
a4 = a3 + 3a2 = 4 + 3 · 2 = 10
a5 = a4 + 4a3 = 10 + 4 · 4 = 26
a6 = a5 + 5a4 = 26 + 5 · 10 = 76
a7 = a6 + 6a5 = 76 + 6 · 26 = 232
a8 = a7 + 7a6 = 232 + 7 · 76 = 764
a9 = a8 + 8a7 = 764 + 8 · 232 = 2620
a10 = a9 + 9a8 = 2620 + 9 · 764 = 9496
a11 = a10 + 10a9 = 9496 + 10 · 2620 = 35696
a12 = a11 + 11a10 = 35696 + 11 · 9496 = 140152


