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Losningsbrlag till inlamningsuppgifter vecka 3

Uppgift 1 Bestim inverserna till samtliga inverterbara element, i

Losning:1 mitt fall ara = 21, sa detar det inverterbara elementeZi, som skall inverteras.
Elementerar inverterbara om de saknar gemensamma delare2theds3 - 7. Alltsa ar de inver-
terbara elementen de heltal mellamch 21 som intear delbara med vare sigyeller 7. Vi far
{1,2,4,5,8,10,11,13,16,17, 19, 21}.

Vi borjar med att invertera med hglp av Euklides algoritm.

21 =10-2+1

och bakénges ger det att= 21 — 10 - 2 och inversen til2 ar—10 = 11  (mod 21).

Efter att ha &tt fram inversen tilR far vi inversen till potenser &, genom att ta potenser av
inversen till2. Vifar4™' = 112 = 16 (mod 21),87' = (27!)3 = 11-16 =8 (mod 21),
167'=(21)*=8-11=40ch11'=32"1=4-11=2 (mod 21).

Ett annat att att f inverser fan det vi redan &nner tillar genom at{—a)™! = —a~!. Pa
detsattet frvi19-! = —271 = 10,17 ' = -4 = —16 =5 (mod 21), 137! = —8! =
—8 =13 (mod 21),5 ' = —-16"' = =4 = 17 (mod 21) och10 = —117! = -2 = 19
(mod 21).

Till slut vetviatt1=! = 1 och carmed ock& (—1)' = —1"! = -1 =20 (mod 21).

Vi har nu fatt alla inverserl™* = 1,271 = 11,47! = 16,5! = 17,8 ! = 8,107 = 19,
1171 =2,13"1=13,16"' =4, 17t = 5,197 = 10 och20~! = 20.

Uppgift 2 Dekryptera meddelandeti ett RSA-system medppen nyckeh oche.

Losning:| vart fall arz = 1151246, n = 1323037 oche = 1123. For att kunna & den hemliga
nyckelnd som belovs for dekryptering vill vi faktoriseras somp - ¢q. Eftersomn inte ar mycket
storrean en miljon kan inte den minsta primfaktorn vara myckatrstan ett tusen, sorér roten
ur en miljon. Vi pibvar oss fram med de primtal sain hogst1200 och ser att. ar delbart med
1109 och1193. Vi har pa det viset hittat &dep ochq och kan begtmmam som(p —1)(¢—1) =
1320736. Vi behdver inverstera modulom for att finnad. Vi anvander Euklides algoritm och
far
1320736 = 11761123 + 88
1123 =12-88 467

88 =1-67+21

67 =3-21+4

21 =5-4+1
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och raknar vi bakhnges &r vi

1 =21-5-4==21-5-(67—-3-21)=16-21—-5-67
=16-(88—1-67)—5-67=16-88 —21-67
=26-88—21-(1123 —12-88) =268 -88 —21-1123
=268 - (1320736 — 1176 - 1123) — 21 - 1123
=268 - (1320736 — 1176 - 1123) — 315189 - 1123

Alltsdard = —315189 = 1005547 (mod 1320736).

Vi behdver nu anénda metoden med successiv kvadreriag dtt beékna D(z) = z¢ i
Z,. Forst skriver vid i binar form, vilket vi kan gra genom att successivt dela mnzdSedan
berdknar vi successiva kvadrater. Till slut multiplicerar vi ihop de potenser som svarar mot ettorna
i binarframséllningen avd. Allt detta kan @ras i en enda slinga, som exempelvi$ljdnde
Javakod.

public class RSA{

public static void main (String argv[]){
int n= 1323037,
int d= 1005547,
int x= 1151246;
long resultat=1;
long potens=x;
for (int i=d;i>0;i=i/2){
if (1%2==1)
resultat = (resultat*potens)%on;
potens=(potens*potens)%n;
}
System.out.printin("D(x) = "+resultat);
}
}

som ger utskriften

D(x) = 1193001

Alltsa ar det dekrypterade meddeland&93001.

Uppgift 3 Visa att StirlingtaletS; , ges av4*~! — 1)/6 + (27~ — 37~1) /2 for allak > 4.

Losning: Eftersom antalet surjektiva funktionerdft en nangd medk element till en rangd
med4 element ges a¢!S; 4 kan vi beikna Stirlingtalet genom atéikna surjektiva funktioner.
Detta kan vi @ra med hjlp av @llprincipen. Mangden av alla funktionerdn {1,2, ..., k} ill
{1,2, 3,4} betecknar vilM och delnangdernad;, A,, A3 och A, definierar vi genom

Ai={feM|flx)#ifore=12... k)
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dvs de funktioner som missar taleDe surjektiva funktionernar komplementet till unionen av
dessa fyra rangder. Vi anander allprincipen br att beikna antalet element i unionen. \rf
ay = Ay +]As| +|A3] + |A4| = 4- 3%, eftersomA; ar mangden av funktioner&n{1,2,. .. k}
till en mangd med element. Vidaréray = |A; N As|+| A1 NAs|+ A1 NAg|+ AN Az|+] 42N
Ayl + A3 N Ayl = 6 - 2%, eftersom varjed; N A; ar funktioner till en nangd med t& element.
az = [ATNAs N Az| + AN Ay N Ay + |AT N AsN Ay +]As N Az N Ay| = 4- 1% = 4, eftersom
varje termar antalet funktioner till en #&ngd med ett elementy = |A; N A, N A3 N Ayl = 0,
eftersom det inte finnsagon funktion till en rangd med noll element.

Sammantagetf vi|A;UA,UA3UA,| = a1 —ag+az—ay = 4-3F—6-25+4.1-0. Eftersom
det totalt finnst* funktioner i M farviatt4® — (4.3 —6-28 +4-1) =4F —4.3* +6-2" —4-1
funktionerar surjektiva. Stirlingtalef;, 4 far vi nu genom att dela mefl = 24. Alltsa

1 1 1
:_4k_4 k 2k_41 :_41{71_1 _2]671_ k—1
Ska 24( 3"+ 6 ) 6( )+2( 351

vilket skulle visas.
Uppgift 4 Hur manga permutationeri S,, ar involutioner, dvs uppfyllep? = id?

Losning: Vi kan forsoka skapa en rekursiobifa,,, antalet involutioner 5,,,. Omm = 1 finns
en permutation och dear en involution ochdr m = 2 finns tv& permutationer somaaaar
involutioner. Alltdara; = 1 ocha, = 2. Om vi nu ser g involutionerna iS,, kan vi dela in
dem i tv& delar. Den ena delen basav de involutionep som uppfyllerp(m) = m, dvs de som
fixerarm. Da permuteras dévrigam — 1 elementendr sig och vi fir en involution @ mangden
{1,2,...,m — 1}. Resterande involutione&rderm till nagot annat tal, men eftersom déar
involutioner maste vi ha atp(i) = m, eftersomp(p(m)) = m. Alltsa permuteragvrigam — 2
element dr sig och vi fir en involution @ mangden{1,2,...,m} \ {i,m}. Sammantaget har vi
delat upp nangden av involutioner$,, i tva delar, @r den ena delen hay,_; element och den
andra(m — 1)a,,_» element, eftersom det finms — 1 olika satt att \alja: = p(m). Var rekursion
blir alltsa

Uy = A1 + (M — 1)y, 2

form > 3. Satter vi in begynnelseérdena &r vi

a3 =ay+2a;=242-1=4

Qg :CL3+3CL2:4+32:10

as =ay+4a3=10+4-4=126

ag :CL5+5CL4:26+510:76

a; = ag+ 6as =76+ 626 = 232

ag = a7y +Tag =232+ 7-76 = 764

a9 = ag+8ay = 764 + 8- 232 = 2620

aiyp = a9—|—9a8 = 2620+ 9 - 764 = 9496

a11 = aip + 10ag = 9496 + 10 - 2620 = 35696
a1z = ap + 1lajp = 35696 + 11 - 9496 = 140152



