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Losningsbrlag till inlamningsuppgifter vecka 4

Uppgift 1 Bestim den multiplikativa ordningen ax i Z,, genom att bexkna & fa potenser som
mojligt.

Losning:For attm skall ha ragon multiplikativ ordningdver huvud taget @stem vara inverter-
bartiZ,. Det kan vi avgra med Euklides algoritm. 1art fall arm = 690326 ochn = 47447713
och vi far attsgd(m, n) = 1, exempelvis med ett Java-programeller meahpvMaple

Eftersom Lagranges sats ger att ordningen av ett element i en graste miela gruppens
ordning far vi att ordningen aw: maste delas(n), somar ordningen av gruppen av inverterbara
element iZ. For att bestmmag(n) belbver vi faktoriseran. Vi ser att det raste finnas agon
primfaktor somar hbgst7000 omn inte ar ett primtal splvt. Med en enkel programslinga kan vi
hitta faktorernat799 och9887. Dessaar bada primtal eftersom vi inte hittadé@gra andra faktorer
som var mindréan100. Vi far ¢(n) = (4799 — 1)(9887 — 1) = 47433028 och om vi faktoriserar
detta tal &r vi 22 - 2399 - 4943. Latp = 2399 och g = 4943. Faktorerna 47433028 ar nu
1,2,4,p,q,2p,2q,4p, 4q, pq, 2pq, 4pq. Vi kan nu ananda samma program som i RSA-uppgiften
fran forra veckan dr att besimma dessa potenser@avmodulon. Vi far

690326' = 690326 (mod 47447713)
690326 = 32604617 (mod 47447713)
690326* = 21961554 (mod 47447713)
6903267 = 19858261 (mod 47447713)
690326 = 13557176 (mod 47447713)
690326* = 1439701 (mod 47447713)
6903267 = 398083310 (mod 47447713)
690326% = 18953380 (mod 47447713)
6903264 = 40141221 (mod 47447713)
6903267 = 47447712 (mod 47447713)
69032627 =1 (mod 47447713)

och darmedar ordningen awn lika med2pq = 23716514.

Uppgift 2 Polynometp(z) i Zs[x] ger restr(z) vid division medz? + 2% + 1 och resty(z) vid
division medz? + 2z + 2. Angep(x) om graderér hogst5.
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Losning:| vart fall arg(z) = 222 + 3z + 4 ochr(z) = 22 + 4z + 4. Lat f(z) = 23 + 22 + 1
ochg(z) = 3 + 2z + 2. Vi soker nup(z) sa attp(z) = k(x)f(z) + ¢(z) samtidigt som
p(z) = I(x)g(z) + r(z). Genom att dra det ena uttryckedfr det andradr vi att

k(x)f(z) = U(z)g(x) = r(z) — q(z)

Nu vill vi f drst och famst skriva den étsta gemensamma delaren meljgn) och g(z) som
a(z)f(x) + b(x)g(x). Detta @r vi genom Euklides algoritndf polynom.

P4+l =1- (23 +2x+2)+ (22 + 3z +4)
P +22+2 =(@—-3)(2*+3z+4)+2x+4
?+3r+4 =Bzr+3)(2r+4)+2

och bakénges ger detta att

= @2 +3x+4)— Bz +3)(2z+4) =

= (@ +3x+4)— Bz +3)((a®+ 22 +2) — (x — 3)(2* + 3z + 4))

(322 + 4z +2)(2® + 3x +4) — 3z + 3)(2® + 20 + 2) =

(Bz? +4x +2) (23 + 22+ 1) — (2 + 22+ 2)) — 3z + 3) (23 + 22 + 2)
= (322 + 4z + 2)(2® + 2% + 1) — (32% + 22) (23 + 22 + 2)

For att fa en bsning till ekvationenk(z)f(x) — i(x)g(x) = r(x) — q(x) multiplicerar vi2 =
(Bz2+4x+2)(x® + 22+ 1) — (322 4 2x) (2* + 2z + 2) med(r(z) — q(x))/2 = 3(2* + 4z +4) —
3(22? + 3z +4) = 222+ 3z. Vifar dd attk(z) = (32% + 4z +2) (202 + 3z) = 2* + 2% + 22 + =z
och darmedarp(z) = (2 + 223 + 2% +2) (23 + 22+ 1) + (22° + 3z +4) = 27 +32°+ 325 + 321 +
323 4 322 + 2 + 2. Eftersom detta polynom inte har gradgst fem naste vi ta resten vid division
med den mintsta gemensamma multipelfdv) och g(x), dvs f(x)g(x ) Vi far f(z ) (x) =
28 + 22* + 2% + 22 + 22 + 2 och polynomdivision aw” + 32° + 32° + 32* + 32% + 322 + 2+ 2
medz® + 221 + 25 + 22° + 21 + 2 ger resten(z) = 42° + 42* + 2° + 222 + 3z.

Vi kan ocks kontrollera att resten vid division megdx) ochg(z) ger resterng(x) respek-
tive r(x).

Uppgift 3 Avgdr om grupperG som har elementefD, 1,2, 3,4, 5,6, 7} och grupptabell enligt
nedanar isomorf med symmetrigruppearfen kvadrat.

Losning:1 vart fall ar den givna grupptabellen
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Symmetrigruppendr en kvadrat beét avatta element. Identitetselementgtire rotationer;,
ro, T3 SOM roterar ett kvarts varv medsols, ett halvt varv medsols och tre kvarts varv medsols,
samt fyra speglingak;, s, s3 0chs,.

Om \ar grupp skall vara isomorf med symmetrigruppénen kvadrat raste vi kunna iden-
tifiera element med motsvarande egenskapearigrupp. Identitetselementat latt att finna,
eftersom det uppfyllee x a = a x e for allaa | gruppen. Om vi tittar i grupptabellen ser vi att
2 xa = a * 2 for alla element;, och2 maste vara identitetselementet. | symmetrigrupgan f
en kvadrat gller atta® = ¢ for alla element utom kvartsvarvsrotationerna. Genom att se var det
inte sfir2 pa diagonalen ser vi aitoch7 maste motsvara kvartsvarvsrotationerna. Kvadragen p
dessa skall bli rotation ett halvt varv och vi s dtt detta raste motsvarfl. Resterande fyra
element,1, 3,4 och6 maste svara mot speglingarna. Vi kaalja speglingarna i symmetrigrup-
pen i en &dan ordning att, = 751, s3 = 715 ochs, = r;s3. Om vi antar attr; svarar mot
ochs; mot1 far vi da atts, maste svara mdt « 1 = 6, s; mot5 = 6 = 4 ochs, mot5 x4 = 3.

Vi har nu en kandidat till isomorfi som ges av

a |01 23 4 5 6 7
f(a)‘ﬁ §1 € S84 S3 T S T3

Om vi stller upp den tabell vidr fran var tabell med Hlp av denna bijektion ocandrar ord-
ningen mellan raderna och kolonneriada Vi

25 0716 4 3 TN Te T3 S1 Sg S3 Sy
21250716 4 3 el e 1 Tr9y r3 S1 Sy S3 S4
55 07 26 4 31 Ti|T1 Te T3 € S9 S3 S4 S
0(0 7 2 5 4 3 16 Te|To T3 € Tr1 S3 S4 S1 So
717 25 0 316 4 rs3| T3 € T4 Trg Si S1 So S3
111 346 2 7 0 5 S1|181 S4 S3 Sy € T3 To T
66 1 3 45 2 720 Sp| Sy S Sa4a S3 1 € T3 T
414 6 1 3 0 5 2 7 S3|S3 So S1 S4 Tro T1 € T3
313 46 17 05 2 S4|S4 S3 S9 81 r3 r9 r1 o€

Den senare &nner vi igen som grupptabellearfsymmetrigruppen av en kvadrat, exempelvis
fran lbsningarna avdrraarets inkmningsuppgifter.



