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Losningsbrslag till inamningsuppgifter vecka 5

Nedansiende dsningar har allits korta och av naturliga gk ar figurerna & och utan drg.
Losningarnar alltsa inte optimala.

Uppgift 1 Avgor vilka av graferna 1, 2, 3 och 4 soan isomorfa. Se till att motivera ordentligt.
(Grafernaar givna med grannmatriser som har en etta i position (i,j) om @eeg kant mellan
horn i och lorn j, annars en nolla.)

Losning:Om vi ritar ut graferna @ lampligt satt far vi foljande bilder.
1 8 1 8 1 8 1 8

2 7 2A7 2 7 2
3 6 3@6 3 6 3

4 5 4 5 4 5 4 5

Vi ser att andra grafen inté&r sammaniingande (detd inga kanter mellag1,2,7,8} och
{3,4,5,6}), vilket de tre andrar. Sista grafe@r bipartit (man kandrga de uddaada och de
jamna bd), vilket inte @ller for nagon annan (samtliga andra inadlar 3-cykler {1, 2,8} i bade
forsta och tredje). & att slutligen avgra om brsta och tredje grafedr isomorfa & ser vi att den
tredje haratminstonde 4 3-cykler{(, 2,8}, {1,7,8}, {3,4,5} och{4,5,6}), medan dendrsta
inte har mei@an tva. Detta ser mangfoljande &tt. En 3-cykel kan inte ha alla kantei periferin
(kant mellan; ochi + 1). Den kan inte heller ha noll kantegperiferin (eftersom det skadgva
kanter fén varje orn i en 3-cykel och det &n varje lorn i grafen @r endast en kant som inte
ligger pa periferin) eller en kantgperiferin (i maste fan ett forn i 3-cykeln @ tva kanter som
inte ligger @ periferin). Alltsa har 3-cyklerna & kanter @ periferin och en som inte ligge&d
och denna kant &ste @ tva steg fram eller tillbakaaings periferin, vilketir uppfyllt endast av
kanten mellan 4 och 6 och kanten mellan 2 och 8.

Var slutsatsir saledes att graferna inte isomorfa.

Uppgift 2 Utdka den givna latinska rektangeln till en fullsdig latinsk kvadrat med &lp av
metoden som ges i bevisedrfsatserna 10.2 och 10.3 i kursboken.

F DA B E C
Losning:Den latinska rektangeingesa€ E B D A
F D

F
A C E B
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Enligt sats i Biggs kan den kompletteras till latinsk kvadrat, eftersom samtigajade ra-
derar fyllda. For att konstruera denna latinska kvadrat skapar vi en bipartit graf iearaingd
X som ges av de element vi fyller i kvadraten (A, B, C, D, E, F) oommangdY som ges av
kolumnerna. Vi drar en kant mellanochy om element: annu inte finns i kolumpg. Grafen ges
nedan.

Att valja rader till elementen svarar nu mot gtda den bipartita grafen med ti@der, en
for varje rad sonatersér. S lange det finns kanter kvar som giltigt kairgas med &agon av de
tre fargerna & gor vi detta. Om inga&dana kanter finns, meragra kanter fortfarande intar
ifylida, s& anvander vi Bljande algoritm.

Leta ratt pa en icke ifylld kant med &rn = ochy. Lat o vara en &rg som inte arénts till
nagon kant fanx och 8 motsvarandedr y. Laty, vara det kirn som derB-fargade kanten &n
x gar till. Omy,; hara-fargad kant, kalla detdin kanten @r till for ;. Om denna hag-fargad
kant, kalla det brn den kanten & till for y,. Fortsatt tills vi finner forn vars kanter intér
fargade med &da firgerna. Byt nu i den stig véft allaa-fargade kanter till3 och vice versa.
Da finns en &rg som kanten mellanochy kan fargas med.

A B C D E F

Uppgift 3 Utdoka matchningen nedan till en fuléstdig matchning, genom att eéaawvda den metod
som ges i avsnitt 10.4 i kursboken.

Losning:Se kursboken.

Uppgift 4 Enm-partit grafar en graf som karéfgas medn farger. Bipartita grafear alltsa 2-
partita. Om vi har emn-partit graf medv horn, vilketar det maximala antalet kanter som grafen
kan innelalla?

Losning:Borja med attdrdela lornen & att defar v, horn som &rgats meddrgi, darl <i < m
ochv, + ... + v, = v. Maximalt antal kanterdr vi om vi later en kant § mellan varje par av
horn, som inte har sammarf.

For att akna antalet kantergpett bra &tt raknar vi kanterna & ganger, dvsdr varje torn
raknar vi antalet grannar tilldrnet, summerar sedé@wver alla forn och delar slutligen med 2. Vi
far

B = v1(v—v1) +v2(v—v9) + ...+ Up(v— V) _ vi— (V¥ + ...+ 02)
2 2
Vilken fordelning av kirnen ger nu maximalt antal kanter? Vi @amder Cauchy-Schwarz olikhet

3 by < (z) (z bz)
k=1 k=1 k=1
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medb, = 1, vilket ger
NZIO ST IED S
k=1 k=1
Med v; = v/m for allai uppras det minimala &rdet, eftersom via har
iUQ 1/2: iﬁ 1/2: Uj 1/2:L
k=1 ; - m? m vm’

Maximalt antal kanter gesalfor av




