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BOOLESK ALGEBRA OCH BOOLESKA FUNKTIONER

ANDERS BJORNER OCH KIMMO ERIKSSON

Boolesk algebra skapades vid 1800-talets mitt av den engelske matematikern George
Boole. Den ger en gemensam ram for méngdléara, satslogik och teori for vissa digitala
kretsar. Vi skall hir ge en introduktion till boolesk algebra i det dndliga fallet, som &ar av
sdrskild betydelse i datalogin.

1. BOOLESK ALGEBRA

Grunden for boolesk riakning ér féljande tva riknetabeller:
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De fungerar som vanlig addition och multiplikation sanér som pa att alla icke-noll-varden
representeras av 1. Vardena 0 och 1 kan tolkas som “falskt” och “sant”, varvid + motsvarar
“eller” (OR) och - motsvarar “och” (AND). Komplement, Z, motsvarar “icke” (NOT).

Ytterligare en tolkning dr i méngdtermer: 1 motsvarar en fylld méngd X, 0 motsva-
rar tomma méangden &, + motsvarar union U, - motsvarar snitt N, och komplement &r
komplement med avseende pa X, dvs 7 = X — z.

Objektet som vi studerat ovan &r den endimensionella booleska algebran B;. Den har
alltsa tva element, {0, 1} eller {falskt, sant}, eller {@, X}, hur vi nu vill se pa den. Det hér
kan generaliseras till flera dimensioner:

B,, = {n-dimensionella {0, 1}-vektorer; +, -, = sker komponentvis}

(Ex.: 00101 + 10001 = 10101; 00101 = 11010 [Bs])

= {n-dim. {sant, falskt}-vektorer; OR, AND, NOT sker komponentvis}
(Ex.: SFS AND FSS = FFS; NOT (SFS)=FSF  [Bj3))

= {alla delméngder till en n-méngd X, t.ex. {1,2,... ,n}; U,Noch = m.a.p. X}
(Ex.: {3,5}U{1,5} = {1,3,5} 13,5} = {1,2,4} [Bs))

Tecknet = betyder isomorfi, dvs sandr som pa olika namn pa saker och ting sa &r det exakt
samma objekt i de tre exemplen. Isomorfin mellan de forsta tva ar trivial: 0 < F,1 «< S,
osv. Isomorfin mellan forsta och tredje exemplet &ar néstan lika enkel: 00101 < {3,5},
10001 < {1,5}, dvs l:orna anger vilka element av {1,...5} som &r med i delméngden.

For varje n finns alltsa en unik boolesk algebra B,,, med flera tdnkbara tolkningar. B,
har 2™ element, ty for var och en av de n positionerna i vektorn kan vi vélja en 0:a eller en
1:a.

For att renodla egenskaperna hos den booleska algebran kan man ldamna de konkreta
representationerna ovan och se B, som en abstrakt médngd med 2" element och med tre




operationer: A,V och ~, som uppfyller samma egenskaper som N, U och ~. Vissa av dessa
egenskaper, fran vilka de 6vriga kan hérledas, viéljs ut och kallas axiomen for en boolesk
algebra. Till att borja med har man en partialordning < som motsvarar C for méngder
eller komponentvis < for {0, 1}-vektorer. Det finns tva sdrskilda element 0 och 1 sa att
0 <z <1forallaxiB,. 0ochlmotsvarar & respektive hela X = {1,2,... ,n}. Nagra
exempel pa axiom &r:

Vi(zAz) } distributivitet
N z

zV(ynz) =@Vy A(zVz)

7 —

TNy =xIVYy

TV = A } de Morgans lagar

Men, eftersom den booleska algebran &r isomorf med tolkningarna ovan sa finns det
ingen anledning att ldra sig dessa axiom utantill emedan de foljer av ridknereglerna for
t.ex. méngder eller {0, 1}-vektorer.

[ fortséttningen betraktar vi B, just som {n-dim. {0, 1}-vektorer} och anvénder alltsa
operatorerna +, - och ~. Men i livlig atanke har vi alltid omtolkningen till rdkning med
sanningsvarden.

2. BOOLESKA FUNKTIONER

En boolesk funktion &r en funktion f : B, — Bj, dvs en funktion f(z1,z9,...,2,) =y
dér alla x; och y ar 0 eller 1. Man representerar enklast f med en “sanningstabell”, t.ex.
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Men man kan ocksa se f som en “logisk krets”
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som matar ut ett virde beroende pa ingangsvirdena x1, zo, 3.
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Den funktion f som ges av tabellen ovan kan ocksa uttryckas som ett “booleskt poly-
nom”, dvs ett uttryck med +,- och = samt variabler:

f(a:l, X9, 1'3) = T1X9x3 + T1X2T3 + T1X2T3 + T1X2T3.

Hur vet man det? Jo, varje term motsvarar en rad i tabellen dér f ska vara 1. Att t.ex.
f(0,0,1) = 1 motsvaras av T1Tors, ty denna produkt blir 1 omm alla faktorer ar 1, dvs
omm z; = 0, 25 = 0, x3 = 1. Pa samma sétt dr T3 = 1 omm (271,22, 23) = (0,1,0).
Alltsa kommer summan av dessa termer att vara 1 precis nir f ska vara 1. Detta satt att
uttrycka f kallas “disjunktiv normalform”.

Vi kan ur detta dra slutsatsen att wvarje boolesk funktion kan skrivas som ett booleskt
polynom.

Men det finns i allménhet manga olika sétt att uttrycka samma booleska funktion. Vi
har t.ex.

TY+ITy =2
TYzZ + XYz + xYz +TrYz = x

Den disjunktiva normalformen &r ofta den dummaste om man &r ute efter ett enkelt uttryck.
Varfor ar man ute efter ett enkelt uttryck for f? Jo, om man ska realisera f som logisk
krets vill man bygga den sa billigt som mojligt, dvs med sa fa grundkomponenter, s.k.
grindar, som mojligt. Typiska grindar &r:

Y )
& L, >1 [ 2TY 5” 1 bt
z z -
Till exempel kan (Z + y) - z byggas:
T z
— 1 O——— _
>1 |Z +y
Yy ¢ Z+y)z

Pa disjunktiv normalform ar (Z 4+ y) - 2 = zyz + Tyz + Zyz, och att bygga upp kretsen
sa ar naturligtvis mycket dyrare. Hur gér man da for att finna enklast mojliga uttryck for
f? For stora n ar detta problem mycket svart, man far i praktiken néja sig med en halvbra
16sning, stora datorer till trots. For n < 6 kan man dock 16sa problemet for hand, med

hjélp av sa kallade Karnaugh-diagram. Metoden illustreras for n = 2 i féljande exempel.
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Idén &r alltsa att 6versétta sanningstabellen (eller den disjunktiva normalformen) till en
2-dimensionell tabell, och dar plocka ihop block av 1:or till enkla termer. Kolonnen under
y = 0 motsvarar ju §y = 1, och att den kolonnen bara innehaller 1:or motsvarar termen § i
uttrycket for f. Observera att samma 1:a gérna far inga i flera block (eftersom 1+1=1).

For 3 och 4 variabler géller det att utforma tabellen pa ett listigt sétt, sa att grannrutor
far klumpas ihop. Enklast ser man pa ett exempel:

W@ (@)
2y 00 01 11 10
00 [|1] © 0

e |

Man réknar alltsa upp vardeparen i ordningen 00, 01, 11, 10. Pa det sidttet kommer alltid
tva par i f6ljd att ha en gemensam siffra; det sista paret ar ocksa granne med det forsta.
I tabellrutan plockar man ihop block av ettor, diar man alltsa far utnyttja denna “wrap-
around”-effekt. T.ex., de tva ettorna i férsta kolonnen finns i kolonn Zw och i raderna ,
sa de bidrar med termen yZzw.

Metoden med Karnaugh-diagram blir mer otymplig for n = 5,6. For n > 7 bor dato-
rer anvéandas for att hitta minimala polynom, eller approximativt minimala polynom, till
booleska funktioner. Vi gar inte vidare in pa detta dmne.
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I komplexitetsteori studeras hur “svara” olika berdkningsproblem &r. Svarighetsgrad
méts pa olika séitt, t.ex. hur manga elementéra steg som en algoritm fér problemet maste
ta som funktion av indatas storlek. I det sammanhanget spelar booleska funktioner en stor
roll. Man forsoker uppskatta storleken pa minimala “booleska kretsar”, ett allmédnnare
begrepp én booleska polynom, for givna funktioner.

En viktig roll i teoretisk datalogi spelar ocksa det sa kallade “satisfierbarhetsproblemet”
(SAT): Givet ett booleskt polynom f(xy,xa,...,2,) finns det virden a; € {0,1} sa att

flai,as,...,a,) = 17 Man vet inte om detta problem har en polynomiell 16sning, dvs
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om det finns en algoritm som anvinder hogst n? steg, for nagot fixt heltal d. Satisfierbar-
hetsproblemet for booleska polynom #r det kanske viktigaste (och historiskt forsta, Cook
1971) exemplet pa ett NP-fullstindigt problem. Fragan om det har en polynomiell 16sning
ar ekvivalent med det berémda “P=NP?” problemet. Vi hanvisar till referenserna, eller

kurser i algoritm- och komplexitetsteori, for mer om booleska funktioners roll i teoretisk
datalogi.
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3. OVNINGAR:

1. Utover de axiom for boolesk algebra som namndes i texten (distributivitet, dubbel
negation och de Morgans lagar), sa finns foljande axiom i det vanligaste axiomsyste-
met:

(a) zVz=u , TAT=2x (idempotens)
(b) zVy=yVz , xAy=yAx (kommutativitet)
(c) zV(yVe)=(@=@VyVsz,

e ANyANz)=(xAy) Az (associativitet)

(d) zv(xAy)=z , xzA(xVy)==x (absorption)
(e) zVyAn(zVz)]=(xVy A(zV=2)
)] = )

zAyV(@eAz)]=(xAy)V(rAz) (modularitet)
(f) zv0=2 , zA0=0

xrvV1=1 |, zAl==x
(g) zvz=1 , zAz=0 (komplementlagar)

Verifiera att dessa axiom giller for systemet av delméngder till en n-méngd dér
V, A och ~ betyder union, skdrning och komplement.

2. Visa foljande dualitetsprincip for boolesk algebra: Om P &r ett sant pastaende om
boolesk algebra och om P’ erhalls genom att byta alla A-tecken mot V-tecken och vice
versa, sa ar ocksa P’ ett sant pastaende.

3. Bevisa foljande booleska identitet:

(@ANyY)VyAz)V(zAz)=(xVy AyVz)A(zVe).

4. Lat x @y = Zy+xy. Detta motsvarar den logiska funktionen “exklusivt eller” (XOR).
(a) Skriv upp en sanningsvérdestabell for x @ y.
(b) Visaatt (x@y)Dz=2@ (y® 2).
(c) Skriv z @ y @ z pa disjunktiv normalform.

5. Vi har sett att varje boolesk funktion kan uttryckas med hjélp av de tre elementéra
operationerna {+, -, ~ }; vi kallade sadana uttryck booleska polynom. Visa att féljande
par av elementédra operationer riacker for att uttrycka alla booleska funktioner:

(a) {+ "}

( ) { " 7}

(c) {®, -}

(d) Kan x & y uttryckas enbart med {+, - }7 n

(e) Har dessa resultat nagon betydelse for konstruktionen e

av logiska kretsar?

b
c
d

6. En boolesk funktion f(z) kallas monotonom x <y = f(x) < f(y) for allaz,y € B,.

Visa foljande:
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(a) Om f(z) kan uttryckas med enbart operationerna {+, -} sa &r funktionen mono-

ton,
(b) Om f(z) & monoton sa kan den uttryckas enbart med operationerna {+, -}.

. Hitta enklast mojliga uttryck for féljande booleska funktioner, och rita motsvarande
logiska krets:

(a) Ty + 2y + xy

(b) Zyz + zyz + Tyz + xyz + vY=

(¢) TYzw + TYzw + TYZw + TyzZw + TxYZw + Yz + ryzw.

. Ett cirkulart arrangemang av elementen i B, sa att tva element i foljd skiljer sig i
exakt en position kallas en Gray-kod. Vid konstruktionen av Karnaugh-diagrammet
for n = 4 anvande vi Gray-koden 00, 01, 11, 10.

(a) Konstruera en Gray-kod for Bs.

(b) Visa att en Gray-kod existerar for alla B,, n > 1.



