Kapitel 1

Uppgifter

1 Heltal

2 Maiangder och funktioner

2.1

Betrakta funktionerna f : Z — Z och g : Z — Z som ges av

flz)=2—-1

och

g(x) = 2% — 22 + 3.

Visa att

a fg#gf.

b det finns ett x € Z sadant att fg(z) =

Z.

2.2

Losning

Institutionens for matematik doktorander spelar ofta backgammon. De har startat en serie,

i vilken stillningen ges av foljande tabell. Vinst ger en, tva eller tre poang.

Spelare | Matcher | Poéng
Tomas 7 8
Robert 8 8
Niklas 8 )
Jorgen 7 3
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Betrakta foljande funktionsliknande saker och avgdér om de &r funktioner.
a f:{Spelare} — N, som givet en spelare visar hur manga poéng denne har.
b g: N — {spelare}, som givet ett antal poéng visar vilken spelare som har dessa podng.

c h:{Spelare} — {2z : x € N}, som givet en spelare visar hur manga poéng denne har.

Losning
Svar

2.3

Vilka av foljande funktioner f : Z — Z &r surjektiva, injektiva respektive bijektiva? For
de som &r bijektiva, bestdm deras invers.

a f(r)=xz+6
b f(x)=2*
c f(x)=142
d f(x) = [{5], dér [q] &r det minsta heltal k sadant att k > ¢
e f(z) = x+1, ife=2kkeZ;
) z—1, ifz=2k+1,keZ;
Losning
Svar
2.4
Fibonaccitalen definieras av funktionen F': N — N,
F(1)=1, F(2) =2, Fn)=F(n—-1)+F(n—2), n>2.
Ar denna funktion injektiv, surjektiv eller bijektiv?
Losning
Svar

2.5

Bestédm antalet element i méngden A = {7,8,15,34, 71,132} genom att finna en bijektion
fran IN,, till A for lampligt n.

Ledning
Losning
Svar
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2.6

Fran ett schackbride har tva diametralt motsatta hornrutor tagits bort. Kan de aterstaende
62 rutorna tédckas av 31 dominobrickor?

. - - - :
e o
.
e o

Ledning
Losning
Svar

2.7

KTHs rektor har ofta manga papper pa sitt bord. For att inte forlagga nagra papper
forsoker han se till, att inget papper helt kan tdcka nagot annat. Nu sitter han med n + 1
rektangulédra papperslappar framfor sig, vars kantlangder &r heltal mellan 1 och 2n. Visa
att det bland rektors lappar finns tva sa att den ena helt tdcker den andra.

Losning

2.8

I en backgammonstege maste man spela minst en match per dag. Visa att om man spelar
40 matcher pa 28 dagar, sa finns det en foljd av dagar, som man spelar exakt 15 matcher.

Ledning
Losning
2.9
Visa att méngden A av naturliga tal som inte &r primtal ar oédndlig.
Ledning

Losning
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2.10
Visa att méngden A av jamna heltal ar oéndlig.
Losning
2.11
Visa att méngden N x N av par av heltal &r uppréaknelig.
Ledning
Losning

3 Kombinatorikens grunder

3.1

Boken Discrete Mathematics av Norman L. Biggs innehaler 463 sidor, fordelade pa 20
kapitel. Visa att nagot kapitel innehaller minst 24 sidor.

Losning

3.2

Enligt en undersokning resovisad i TIME Magazine har franska mén haft forhallanden med
i genomsnitt elva kvinnor, medan franska kvinnor har forhallanden med i genomsnitt 3 mén.
I Frankrike bor ungefiar 36 miljoner mén. Om vi antar att dessa forhallanden huvudsakligen
begrénsat sig till nationella affarer, hur manga méanniskor bor det totalt i Frankrike?

Losning
Svar

3.3

Pa en trumpet kan man &ndra tonhojd dels genom att dndra ldpparnas spénning, dels
genom att trycka ned ventiler, vilket &ndrar trumpetens lingd. En vanlig trumpet har 3
ventiler, som kan vara i 2 lagen (nedtryckt eller ej nedtryckt). Hur manga toner kan man
maximalt fa ur en trumpet utan att dndra ldpparnas spédnning, om varje ventilkombina-
tion ger olika toner (pa de flesta trumpeter ger ventilerna 1 och 2 samma ton som tredje
ventilen)?

Losning
Svar
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3.4

Hur manga mojliga registreringsskyltar for svenska bilar finns det, om man inte rédknar
med specialvarianter som bryter mot monstret ABC 123, och om man inte rdknar bort
skyltar med krankande eller pa annat sétt olamlig text?

Losning
Svar

3.5

Man brukar hévda att om en melodi &r bra, sa kdnner man igen den pa de fem forsta
tonerna. Av detta foljer att det inte finns tva bra melodier, vars 5 forsta toner ér exakt
lika. Hur manga bra melodier finns det? Vi rdknar med att mojliga tonldngder &ar helnot,
halvnot, fjardedelsnot, attondelsnot, attondelstriol samt sextondelsnot (6 alternativ), samt
att vi haller oss inom en oktav uppat och nedat fran starttonen (sammanlagt 25 mojliga
tonhdjder, 12 6ver och 12 under starttonen).

Losning
Svar
3.6
Hur manga 4-siffriga portkoder finns det, som saknar upprepade siffror?
Losning
Svar

3.7

Till en middagsbjudning har bjudits n par. Pa hur manga séitt kan gésterna placeras, om
de ska sitta enligt géngse standard, d.v.s. att herrar och damer sitter alternerande?

Losning
Svar

3.8

Om morgonen klar KTHs rektor pa sig byxor, polotrdja, strumpor, skor, kavaj samt hatt.
Dessa plagg kan tas pa i olika foljd, men rektor &r noga med att alltid ta pa sig polotréjan
innan kavajen, och skorna kommer alltid efter savél strumpor som byxa. Pa hur manga
séitt kan rektor kla sig?

Losning
Svar



6 Diskret matematik — exempelsamling

4 Delmingder

4.1

Vi vill fylla en takt med toner. Takten rymmer 4 fjardedelar och vi vi ldgga in 6 toner. Vi
tillater bara att tonerna borjar pa jamna sextondelar samt att alla toner tas fran samma
oktav (12 toner finns att vilja bland). Pa hur manga sétt kan detta goras?

Losning
Svar

4.2

Tva personer spelar ett spel med lika vinstsannolikhet for spelarna i varje omgang. Forst
till 6 poéng vinner och spelare A leder med 5 mot 3. De tvingas nu avsluta spelet i forvag.
Hur ska vinstpotten fordelas? Hur ser det ut i det allménna fallet?

Ledning
Losning
Svar
5 Partitioner och distributioner
5.1
Visa att
) <m>k!5(n, k) = m".
= \k
Losning
5.2
Visa att
S k) =>_ TTKieS:j>i},
S igs
dédr summan loper 6ver alla delméngder S av [n] med exakt k element.
Losning

5.3

Visa kombinatoriskt, d.v.s. genom att beskriva vad héger- och vénsterled rdknar, att

S(n,2)=2"""1-1
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S(n,n—1) = (Z)

och

Losning

5.4

Lat relationen pa A{z € N : z > 2} definieras av att x y om det finns ett primtal p sadant
att p|z och ply. Visa att inte dr en ekvivalensrelation, men att om vi &ndrar kriteriet till
att p ska vara det storsta primtal som delar x respektive y sa far vi en ekvivalensrelation.
Vilka blir da ekvivalensklasserna?

Ledning
Losning

9.9

Ur méngden [12] definierar vi ekvivalensrelationen : z y om z och y har lika manga
bokstéver utskrivet som ord. Exempelvis ér 1 relaterad till 3 (bada har tre bokstéver),
men inte till 4. Visa att detta dr en ekvivalensrelation och bestdm ekvivalensklasserna. Ge
dessutom en enkel beskrivning av relationen som ger féljande klasser:

{1,11},{2, 3,10,12},{4,5},{6,7},{8},{9}.

Ledning
Losning
5.6
Hur manga ord kan man bilda av bokstdverna i “parallella”?
Losning
Svar

5.7

[ Z? finns det (2:) stigar fran (0,0) till (n,n), om man bara tillater steg pa formen (1,0)
eller (0, 1), det vill sdiga sma steg uppat eller at hoger. Det kan man se genom att konstatera
att vi bland de 2n steg som krévs ska vélja exakt n stycken at hoger. Hur manga stigar finns
det mellan (0,0,0) och (n,n,n) i Z> sam bara anvinder steg pa formen (1,0,0), (0,1,0)
och (0,0,1)? Hur manga liknande stigar finns det mellan (0,0, ...,0) och (ny,ns,...,nq) i
VAN

Losning
Svar
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5.8

Till ett kodlas med 4 knappar, numrerade 0 till 3, finns 45 = 4096 koder. Hur manga av
dessa innehaller samtliga siffror?

Ledning
Losning
Svar
5.9
Givet « =3541789620ch3=952347891, finns o sa att cac™! = 8.
Skriv om till cykelnotation och para ihop cykler av lika storlek.
Losning
Svar

5.10

Lat «, 8 € S, vara tva konjugata permutationer. Om o € S, ar sadan att den demonstre-
rar konjugatskapet, det vill siga att cac™' = 3, visa att #ven oo och So demonstrerar
konjugatskapet.

Losning

5.11

En granntransposition i en permutation 7 € S, &r en transposition av tva element
som star bredvid varandra. Visa att vi alltid kan omvandla en permutation till en annan
permutation av samma storlek med hjélp av granntranspositioner.

Losning

5.12

Antalet granntranspositioner som behovs for att omvandla en permutation 7 € S, till
identitetspermutationen kan raknas ut pa ett enkelt sédtt. Hur gér man?
Hur manga granntranspositioner behévs for att ordna 7 =352 6 4 1.

Ledning
Losning
Svar
5.13
Skriv permutationen 7 = (13)(26)(37)(36)(25)(74)(14) i disjunkta cykler.
Losning

Svar
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6 Modular aritmetik
8 Grafer

10 Bipartita grafer och matchningar

10.1

Platonska kroppar #r kroppar i R3, som bestar av enbart liksidiga k-hérningar. Exempel
pa dessa ér kuben (liksidiga 4-horningar (kvadrater), 3 vid varje horn) och oktagonen
(liksidiga trianglar, 4 vid varje horn).

Visa att det inte finns fler &n fem platonska kroppar i R genom att anvinda Eulers
formel v — e + f = 2 for planéra grafer (v dr antalet horn, e antalet kanter och f antalet
facetter (ytor)). I detta fall blir v, e och f antalet horn, antalet kanter och antalet n-
horningar i kroppen.

Ledning
Losning

10.2

I kapitel 10.1 i Biggs slas foljande sats fast: Givet den bipartita grafen G = (X UY, F)

géller
> 0(x) =) dy) = I|E|

reX yey

Anvind detta for att bevisa sats 3.2 1 Biggs: Givet tva méngder X och Y och en delméngd
Sav X xY giller

Z rz(S) = Z cy(S) = |5,

zeX yey

dér r,(S) &r antalet element i S, som har x som forsta komponent och ¢,(S) dr antalet
element i S med y som andra komponent.

Losning

10.3

Niklas, Tomas, Erika, Jorgen, Robert och Hakan ska méta varandra i Backgammon enligt
nedan ritade graf, ddr en kant innebér att de tva personerna som kanten sammanbinder
ska motas. Hur manga omgangar kravs for att alla ska kunna spela sina matcher? Under
en omgang kan godtyckligt manga matcher spelas, men varje spelare kan bara delta i en
match per omgang.



10

<
N

R

Diskret matematik — exempelsamling

13
15
17
18
19

Grupper

Ringar och kroppar
Felrdttande koder
RSA

Boolesk algebra

Ledning
Losning
Svar



Kapitel 2

Ledningar

1 Heltal

2 Maiangder och funktioner

2.5

Finn bijektion till B = {0, 1,8,27,64, 125} och utnyttja att sammanséttningen av
tva bijektioner ar en bijektion.

2.6

Betrakta rutornas farger.

2.8

Lat x; vara antalet matcher spelade efter i dagar. Betrakta miingderna A = {z;}?8,
och B = {x; + 15}?%,. Far dessa innehalla lika tal?

2.9

Finn en injektion fran méngden av primtal till denna méangd.

2.11

Man kan utnyttja aritmetiska serien 1 +2+3+4+4...+n = "(”;1).

11
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3 Kombinatorikens grunder

4 Delmangder

4.2

Berdkna hur manga omgangar som maste spelas innan nagon garanterat har vunnit
och i hur manga fall A respektive B vinner.

5 Partitioner och distributioner

5.4

Det &r transitivitetsegenskapen som inte ar uppfylld i forsta fallet.

9.9

Till sista uppgiften: 1as talen i varje klass hogt.

77?7
Visa att sadana koder kan ses som surjektioner fran méngden av positioner i koden

(6 stycken) till méngden av knappar (4 stycken).
Skriv om till cykelnotation och para ihop cykler av lika storlek.

5.12

I identitetspermutation har ett element inga storre element till véanster och inga
mindre till hoger. Det innebér att alla storre element till vinster maste forbi det
element vi tittar pa. Hur manga granntranspositioner kravs for detta?

6 Modular aritmetik
8 Grafer

10 Bipartita grafer och matchningar

8.1

Anvénd bipartita grafer, dar kanterna &r relationer mellan néraliggande hoérn och
kanter, respektive nédraliggande n-hérningar och kanter.
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8.3

Kantfirgning!

13 Grupper

15 Ringar och kroppar
17 Felrattande koder
18 RSA

19 Boolesk algebra

13
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Kapitel 3

LOsningar

1 Heltal

2 Mangder och funktioner

2.1
Betrakta funktionerna f :Z — Z och g : Z — Z som ges av
f@) =z -1
och
g(x) = 2% — 2x + 3.
Visa att
a fg#gf

b det finns ett z € Z sadant att fg(x) = x.

Lésning:

a Vi ser exempelvis att fg(0) = f(9(0)) = f(3) = 2, men gf(0) = g(f(0)) = g(—1) = 6 £
2. Funktionerna kan alltsa inte vara lika.

b Biésta séttet att visa att detta x existerar dr att finna det (det kan finnas flera). fg(x) =
f(a? =22 +3) =22 —2r+2 =2 = 2> - 3x +2 = 0. Detta uppfylls av x = 1 och
T =2

15
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2.2

Institutionens for matematik doktorander spelar ofta backgammon. De har startat en serie,
i vilken stéllningen ges av foljande tabell. Vinst ger en, tva eller tre podng.

Spelare | Matcher | Poéng
Tomas 7 8
Robert 8 8
Niklas 8 )
Jorgen 7 3

Betrakta foljande funktionsliknande saker och avgdér om de &r funktioner.
a [ :{Spelare} — N, som givet en spelare visar hur manga poéng denne har.
b ¢g: N — {spelare}, som givet ett antal podng visar vilken spelare som har dessa poéng.

c h:{Spelare} — {2z : x € N}, som givet en spelare visar hur manga poéng denne har.

Lésning:
a Det ér en giltig funktion.

b Detta ar inte en giltig funktion, eftersom det kan finnas flera personer som har samma
podng. Exempelvis &r g(8) inte entydigt definierat.

¢ Detta &r inte en giltig funktion, eftersom h(Niklas) ¢ {2z : x € N}.

Svar:
a En funktion.
b Ingen funktion.

c Ingen funktion.
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2.3

Vilka av foljande funktioner f : Z — Z &ar surjektiva, injektiva respektive bijektiva? For
de som &r bijektiva, bestdm deras invers.

a f(r)=xz+6

b f(z)=2*

c f(x)=142

d f(z) = [{5], dir [q] &r det minsta heltal k sadant att k > ¢

[
) = r+1, ife =2k keZ
CTI= e -1, ifr=2%k+1,keZ
Lésning:

a Det star klart att f(x) = x + 6 inte avbildar tva tal pa samma tal, ty f(z1) = f(x2) =
1+ 6 =129 +6 = 11 = 25. Det dr dven latt att visa att det for varje y € mathbfZ
finns ett x € Z sa att f(x) = y; tag * = y — 6. Funktionen &r alltsa bijektiv och
inversen ges av den sista berdikningen: f~1(y) =y — 6.

b Funktionen f(z) = z® &r injektiv, eftersom xy # o = 9 # x3. Diremot &r den inte
surjektiv, eftersom exempelvis ekvationen 2® = 2 saknar heltalslosning.

¢ Funktionen f(z) = 4711 &r uppenbarligen varken injektiv eller surjektiv. Vi ser att
funktionen aldrig antar virdet 0 (eller nagot annat virde forutom 4711) samt att

x1 # T inte medfor f(xy) # f(x2).
d Har har vi en funktion f(z) = [{5] som &r surjektiv men inte injektiv. Det senare féljer

av att f(1) = [15] =1=[3 = f(2). Det forra foljer av att f(10y) = y,Vy € Z.

e Denna funktion avbildar jamna tal pa det efterfoljande talet och udda tal pa det féregaende.
Talen i talparet (2k,2k + 1) avbildas saledes pa varandra. Vi finner att funktionen
ar bade injektiv och surjektiv samt att inversen ges av funktionen sjélv.

Svar:

a Bijektiv. Inversen #r f~!(y) =y — 6.
b Injektiv.

c Ingetdera.

d Surjektiv.

e Bijektiv. Funktionen &r sin egen invers.
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24
Fibonaccitalen definieras av funktionen F': N — N,

F()=1, F(2)=2, Fn)=Fn—1)+Fn—-2), n>2.
Ar denna funktion injektiv, surjektiv eller bijektiv?
Lésning: Vi ser, med hjilp av induktion, att F'(n) > 0 och dérav foljer att F'(n) = F(n —
1)+ F(n—2) > F(n—1), d.v.s. att varje tal ar strikt storre dn sin féregangare. Dérmed &r
F(n) injektiv. Déremot ar inte F'(n) surjektiv, eftersom F'(n) = 4 saknar 16sning (F'(3) = 3,
F(4) =5 och for n > 4 géller F(n) > F(4)).

Svar: Injektiv.
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2.5

Bestdm antalet element i méngden A = {7,8,15,34, 71,132} genom att finna en bijektion
fran IN,, till A for lampligt n.

Ldsning: Funktionerna f : Ng — {0,1,2,3,4,5}, f(z) =x—1o0chg:{0,1,2,3,4,5} — B,
f(x) = 2? dr bijektioner. Vi anvénder sedan bijektionern h : B — A, h(z) = z + 7 for att
finna bijektionen (hgf)(z) = (z — 1) + 7.

Svar: n =6
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2.6

Fran ett schackbride har tva diametralt motsatta hornrutor tagits bort. Kan de aterstaende
62 rutorna téckas av 31 dominobrickor?

. - - - :
e o
.
e o

Lésning: Vi har 32 vita rutor och 30 svarta. Varje dominobricka técker en vit och en svart
ruta. Om vi técker bridet med 31 dominobrickor maste, enligt duvslagsprincipen, tva vita
rutor téckas av samma dominobricka, vilket &r omojligt.

Svar: Nej.
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2.7

KTHs rektor har ofta manga papper pa sitt bord. For att inte forlagga nagra papper
forsoker han se till, att inget papper helt kan técka nagot annat. Nu sitter han med n + 1
rektangulédra papperslappar framfor sig, vars kantlangder &r heltal mellan 1 och 2n. Visa
att det bland rektors lappar finns tva sa att den ena helt tdcker den andra.

Losning: Om tva lappar bada har en kant av langd d, sa tacker den ena lappen den andra.
Om tva lappar bada ar kvadratiska,sa técker den storre lappen den mindre. Av detta foljer
att om inga lappar ska tédcka varandra, sa far maximalt en vara kvadratisk och inget par
av lappar far ha samma kantlingd. Endast en kantlingd far forekomma tva ganger —
det ar den pa den tillatna kvadratiska lappen. De n + 1 lapparna har sammanlagt 2n + 2
kantlingder, och endast 2n + 1 stycken &r mojliga, inklusive den som forekommer tva
ganger. Enligt duvslagsprincipen finns det saledes tva lappar med samma kantlédngd, eller
tva kvadratiska lappar. Déarfor finns tva lappar som técker varandra.
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2.8

I en backgammonstege maste man spela minst en match per dag. Visa att om man spelar
40 matcher pa 28 dagar, sa finns det en foljd av dagar, som man spelar exakt 15 matcher.

Losning: Lat z; vara antalet matcher som man har spelat efter ¢ dagar. Eftersom man spelar
minst en match per dag géller i # j = x; # x;. Av detta foljer att ¢ # j = z;+15 # z,;+15.
Om nagot tal i méngden A = {z;}?%, &r lika med nagot tal i méngden B = {x; +15}?8, sa
finns det en f6ljd av dagar, under bilka man spelar exakt 15 matcher. Nu vet vi att de 56
talen i méngderna A och B ligger mellan 1 och 55, sa enligt duvslagsprincipen finns tva
lika tal i dessa méngder. De tva lika talen kan inte ligga i samma méngd. Alltsa finns en
foljd av dagar, under vilka man spelar 15 matcher.
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2.9

Visa att méngden A av naturliga tal som inte &r primtal ar oéndlig.

Losning: Vi ska finna en injektion fran N till A. Vi vet att det finns en injektion fran N till
méngden av primtal P sa det ridcker att finna en injektion f: P — A (sammanséttningen
av tva injektioner dr en injektion). Vi definierar nu f saledes: Om p &ar ett udda primtal,
sa sétter vi f(p) =p+ 1 € A. For det jamna primtalet 2 later vi f(2) = 1 € A. Eftersom
endast 2 avbildas pa 1 och p;y #ps = p1+1# pa+1= f(p1) # f(p2) for udda primtal p;
och po, foljer att f &r en injektion.
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2.10

Visa att méngden A av jaimna heltal &r odndlig.

Losning: Vi ska finna en injektion fran N till A. Man ser att en sadan injektion ges av
f:N — A, f(x) = 2z. For att visa att f ar en injektion konstaterar vi att x; # z9 =

214 7& 29 = f8[L‘1) 7é f(xg)
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2.11

Visa att méngden N x N av par av heltal &r uppréaknelig.

Losning: Vi ska finna en bijektion fran N x N till N. Vi borjar med att avbilda de par
(x,y) vars avstand d = z + y till origo ar 0. Dérefter foljer de pa avstand 1, avstand 2
o.s.v. Bland paren pa avstand d viljer vi (helt godtyckligt) att borja med dem som har
stor andra komponent. Pa avstand d finns d + 1 par. Vi far saledes

(x4 y)(z+y+1)

flz,y) = 5 +

Enligt denna funktion kan vi fylla hela rutnidtet N x N med de naturliga talen.
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3 Kombinatorikens grunder

3.1

Boken Discrete Mathematics av Norman L. Biggs innehaler 463 sidor, fordelade pa 20
kapitel. Visa att nagot kapitel innehaller minst 24 sidor.

Losning: Detta foljer direkt av den generaliserade duvslagsprincipen. Eftersom 23 - 20 =
460 < 463 maste nagot kapitel innehalla 24 sidor.
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3.2

Enligt en undersokning resovisad i TIME Magazine har franska mén haft férhallanden med
i genomsnitt elva kvinnor, medan franska kvinnor har forhallanden med i genomsnitt 3 mén.
I Frankrike bor ungefiar 36 miljoner mén. Om vi antar att dessa forhallanden huvudsakligen
begransat sig till nationella affarer, hur manga méanniskor bor det totalt i Frankrike?

Lésning: Enligt Biggs vet vi att r|X| = ¢|Y|, ddr X &r méngden av franska mén och Y &r
méngden av franska kvinnor. I vart fall har vi » = 11, ¢ = 3 och |X| = 36 miljoner. Detta
ger |Y| = 13010° — 132106 = | X| + V| = 168 - 10°.

Svar: 168 miljoner
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3.3

Pa en trumpet kan man &ndra tonhojd dels genom att dndra lédpparnas spénning, dels
genom att trycka ned ventiler, vilket &ndrar trumpetens lingd. En vanlig trumpet har 3
ventiler, som kan vara i 2 lagen (nedtryckt eller ej nedtryckt). Hur manga toner kan man
maximalt fa ur en trumpet utan att dndra ldpparnas spinning, om varje ventilkombina-
tion ger olika toner (pa de flesta trumpeter ger ventilerna 1 och 2 samma ton som tredje
ventilen)?

Losning: Varje ventil har 2 mojligheter och vi har 3 ventiler. Alltsa &r totala antalet kon-
figurationer 2-2-2 = 23 = 8.

Svar: 8
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3.4

Hur manga mojliga registreringsskyltar for svenska bilar finns det, om man inte riknar
med specialvarianter som bryter mot monstret ABC 123, och om man inte rédknar bort
skyltar med krankande eller pa annat siatt olamlig text?

Lésning: For bokstiverna finns 29 alternativ, for siffrorna 10. Vi far saledes 293 - 10° =
24389000 mojliga skyltar.

Svar: 24 389 000.
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3.5

Man brukar hédvda att om en melodi &dr bra, sa kdnner man igen den pa de fem forsta
tonerna. Av detta foljer att det inte finns tva bra melodier, vars 5 forsta toner ér exakt
lika. Hur manga bra melodier finns det? Vi rdknar med att mojliga tonldngder &ar helnot,
halvnot, fjirdedelsnot, attondelsnot, attondelstriol samt sextondelsnot (6 alternativ), samt
att vi haller oss inom en oktav uppat och nedat fran starttonen (sammanlagt 25 mojliga
tonhojder, 12 6ver och 12 under starttonen).

Losning: For starttonen behover vi bara bestdmma ldngd och inte héjd. For 6vriga toner
maste bada parametrarna bestimmas. Vi far alltsa att antalet melodier blir 6° - 25% =
3% 5%-10° = 243 - 125 - 10° = 3037500000.

Svar: 3 037 500 000.
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3.6

Hur manga 4-siffriga portkoder finns det, som saknar upprepade siffror?

Lésning: Den forsta siffran kan véljas pa 10 sitt, den andra pa 9 sétt (den forsta som valdes
far inte véljas igen), den tredje pa 8 sétt och den fjarde pa 7 sdtt. Vi far 10-9-8-7 = 5040.

Svar: 5040.
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3.7

Till en middagsbjudning har bjudits n par. Pa hur manga sitt kan gésterna placeras, om
de ska sitta enligt géngse standard, d.v.s. att herrar och damer sitter alternerande?

Losning: Vi kan placera herrar och damer oberoende av varandra. Varje placering av her-
rarna dr en permutation av dessa, och eftersom antalet herrar &r n &r antalet sadana
permutationer n!. Detsamma géller for damerna, sa totala antalet blir n! - n! = n!2.

Svar: n!?.
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3.8

Om morgonen klar KTHs rektor pa sig byxor, polotrdja, strumpor, skor, kavaj samt hatt.
Dessa plagg kan tas pa i olika foljd, men rektor &r noga med att alltid ta pa sig polotréjan
innan kavajen, och skorna kommer alltid efter savél strumpor som byxa. Pa hur manga
séitt kan rektor kla sig?

Lésning: Totala antalet sitt att kli sig dr 6! = 720 (varje f6ljd &r en permutation av de sex
klddesplaggen). Ett stort antal av dessa ér inte tillatna (skor fore strumpor, etc.). Betrakta
en tillaten permutation av klidernas ordning, t.ex. féljden hatt - trdja - strumpor -
byxor - kavaj - skor. Till varje sadan f6ljd hor en foljd, dér alla element halls fixa,
utom kavaj och trdja, som byter plats (i detta fall far vi hatt - kavaj - strumpor -
byxor - trdja - skor). Antalet séitt att placera tréja och kavaj &r alltsa 2! = 2, varav
ett ar tillatet. Pa samma sétt kan vi halla alla element fixa, forutom strumpor, skor och
byxor. Dessa kan varieras fritt pa 3! = 6 olika sétt, varav 2! = 2 (skor sist) dr tillatna. Vi
kan pa detta séitt bilda disjunkta méangder av foljder, inom vilka strumpor, skor, byxor,
samt kvaj och troja permuteras inbordes. Varje grupp innehaller 3!2! = 12 permutationer,
varav 2 ar tillatna. Resultatet blir saledes 1% = 120.

Svar: Rektor kan kla sig pa 3% = % = 120 olika sétt.
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4 Delmingder

4.1

Vi vill fylla en takt med toner. Takten rymmer 4 fjardedelar och vi vi ldgga in 6 toner. Vi
tillater bara att tonerna borjar pa jamna sextondelar samt att alla toner tas fran samma
oktav (12 toner finns att vélja bland). Pa hur manga séitt kan detta goras?

Losning: Betraffande tonlédngder sa maste tonerna borja pa 6 av de sexton platserna. Vi vet
dessutom att den forsta tonen maste borja pa den forsta platsen, sa det aterstar att placera
5 toner bland 15 platser. Detta kan goras pa (155) satt. For var och en av de 6 tonerna har

vi dessutom 12 tonhojder att vélja bland. Sammanlagt far vi alltsa (155) -125 = 8966909952.

Svar: 8 966 909 952.
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4.2

Tva personer spelar ett spel med lika vinstsannolikhet for spelarna i varje omgang. Forst
till 6 podang vinner och spelare A leder med 5 mot 3. De tvingas nu avsluta spelet i forvig.
Hur ska vinstpotten fordelas? Hur ser det ut i det allménna fallet?

Losning: For att spelet garanterat ska vara fiardigt kréavs ytterligare 3 omgangar. Om A
vinner nagon av dessa sa vinner A totalt. Annars vinner B. Sannoliheten for det forsta
dr 7/8 och for det andra 1/8. Vinstpotten ska saledes fordelas efter dessa proportionerna
7:8.

Lat oss nu se pa det allménna fallet. For att A ska vinna krédvs a poéng och for B krévs
b poang. Sammanlagt ricker det att ¢ = a + b — 1 omgangar spelas. Av dessa ¢ omgangar
vinner B om vi har farre én a poéing for A. Dessa kan fordelas pa

(g)+(;)+._.+(ajl)

olika sétt. Proportionerna for vinstdelningen blir saledes
> ()%
k=a k k=0 k

Svar: 7:1 respektive
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5 Partitioner och distributioner

5.1
Visa att .
> <m>k!5(n, k) =m".
i \F
Lésning: Hogerledet raknar antalet vektorer av lingd n med element ur en [m] = {1,2,...,m}.

Vi ska alltsa visa att vansterledet rdknar samma sak.
Faktorn S(n, k) partitionerar de n positionerna i vektorn i k£ delar. Inom varje del ska
samma tal ur [m]| anvéndas. De tal som anvénds ska viljas ordnat, vilket kan goras pa

mm—1)...(m—k+1) = (le)k‘ sétt.
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5.2
Visa att

5(n7k)=%:1;[|{j651j>i}|,

dér summan loper 6ver alla delméngder S av [n] med exakt k element.

Lésning:

Vi vill inse varfor hogerledet raknar antalet partitioner av [n] i k delar. Eftersom vi har
delméngder S med k element dr en naturlig gissning att varje del ska innehalla ett av dessa
element. For att inte fa dubbletter bestdmmer vi nu att dessa utvalda element ska vara
de storsta i varje del. Det aterstar att placera ut resternade element i delarna. For varje
element i har vi att vélja bland de delar, som har storre element i sig. Antalet sadana delar
ges av [{j € S :j > i}|. Vi multiplicerar sedan ihop antalet alternativ for varje element.
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5.3

Visa kombinatoriskt, d.v.s. genom att beskriva vad hoger- och vénsterled raknar, att

Sn,2)=2""1-1

S(n,n—1) = (Z)

och

Lésning:

S(n,2) raknar antalet sitt att dela méngden [n] i tva icke-tomma delar. Vi borjar
med att konstatera att elementet 1 kan placeras godtyckligt. Ovriga element ges dock tva
alternativ: antingen i samma del som 1 eller i den andra delen. Dessa kan alltsa placeras
pa 27! olika sitt. Ett av dessa dr dock forbjudet — alla element far inte ligga i samma
del som 1. Sammantaget far vi S(n,2) = 2"~ — 1.

S(n,n — 1) raknar antalet sitt att dela [n] i n — 1 icke-tomma delar. Vi far da n — 2
delar med ett element och en del med 2 element. Det réacker att veta dessa tva element for

att fa partitionen, och de kan viljas pa (g) olika sétt.
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5.4

Lat relationen pa A{z € N : z > 2} definieras av att x y om det finns ett primtal p sadant
att p|r och ply. Visa att inte dr en ekvivalensrelation, men att om vi dndrar kriteriet till
att p ska vara det storsta primtal som delar x respektive y sa far vi en ekvivalensrelation.
Vilka blir da ekvivalensklasserna?

Losning: Vi betraktar relationen . Det &r klart att den &r reflexiv, eftersom det alltid finns
ett primtal p som delar x € A. Den ar ocksa symmetrisk, for om p delar x och y, sa delar
samma p dven y och x.

Déremot &r inte relationen transitiv. Som motexempel kan viljas z = 2, y = 6 och
z = 3. Vi ser att primtalet 2 delar x och y, samt att primtalet 3 delar y och z, men sgd(z,
z) = 1.

Om vi nu dndrar relationen till att x y om det storsta primtal p som delar x ocksa ar
det storsta primtal p som delar y, sa far vi en ekvivalensrelation. De forsta tva egenskaperna
visas som ovan. Aterstar att visa att dr en transitiv relation. Men om p, ér det storsta
primtal som delar x och p, &r det storsta primtal som delar z, sa ger x y och y z att p, = p.,
eftersom bada dessa dr det storsta primtal som delar y. Da har vi x z, sa relationen ar
transitiv.

Ekvivalensklasserna bestar av ett primtal p och produkter av p och primtal g < p.
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5.5

Ur méngden [12] definierar vi ekvivalensrelationen : z y om z och y har lika manga
bokstaver utskrivet som ord. Exempelvis &r 1 relaterad till 3 (bada har tre bokstéver),
men inte till 4. Visa att detta &dr en ekvivalensrelation och bestdm ekvivalensklasserna. Ge
dessutom en enkel beskrivning av relationen som ger féljande klasser:

{1,11},{2, 3,10,12},{4,5},{6,7},{8},{9}.

Losning: Att relationen ar reflexiv &r klart, eftersom varje ord har lika manga bokstéaver
som sig sjalv. Vi ser ocksa att om tva ord har lika manga bokstédver sa spelar det ingen
roll i vilken ordning vi betraktar orden. Relation &r alltsa &ven symmetrisk. Transitivitet
foljer av att om x och y har k bokstéver, och z har lika manga bokstédver som y, sa har
aven z k bokstéver och z x.

Ekvivalensklasserna &r {1,2,3,5,6,7,9,10},{4,8,11, 12}.

Den andra relationen ges av att orden i en ekvivalensklass borjar med samma bokstav,
exempelvis tva, tre, tio, tolv.
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5.6
Hur manga ord kan man bilda av bokstdverna i “parallella”?

Losning: Ordet “parallella” har 1 ’p’, 3’a’, 1 ’r’, 4’1’ och 1 ’e’. Vi kan se problemet som att
vi ska avbilda varje position i det 10 bokstéver langa ordet pa en av de fem bokstédverna
pa ett sadant sétt att 1 position avbildas pa 'p’, 3 pa ’a’ o.s.v. Antalet sadan funktioner
ges av multinomialkoefficienterna. I detta fall blir svaret

10 10 10-9-
1,3,1,4,1) 1131141 1-3.

Svar:

=10-9-8-7-5 = 25200.

-4-3-2-1
3-2-1

10 = 25200
1,3,1,4,1) ‘
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5.7

[ Z? finns det (2:) stigar fran (0,0) till (n,n), om man bara tillater steg pa formen (1,0)
eller (0,1), det vill sdga sma steg uppat eller at hoger. Det kan man se genom att konstatera
att vi bland de 2n steg som kréavs ska viilja exakt n stycken at hoger. Hur manga stigar finns
det mellan (0,0,0) och (n,n,n) i Z> sam bara anviinder steg pa formen (1,0,0), (0, 1,0)
och (0,0,1)? Hur manga liknande stigar finns det mellan (0,0, ...,0) och (ny,ns,...,ng) i
VA

Lasning: Bland de 3n stegen ska vi vélja n i riktningen (1,0, 0), n i riktningen (0, 1,0) och
n i riktningen (0,0, 1). Detta kan goras pa (n‘g:n) olika sitt.
P& motsvarande sitt ser i fallet Z? att antalet stigar ges av

ny+ne+...4+nyg
niy, N2, ...,Ngq

Svar:
3n
n,n,n

(nl—i-ng—i-...—i—nd)

respektive

niy, N2, ...,Ng
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5.8

Till ett kodlas med 4 knappar, numrerade 0 till 3, finns 45 = 4096 koder. Hur manga av
dessa innehaller samtliga siffror?

Losning: Vi borjar med att gruppera positionerna i koden i fyra olika icke-tomma grupper,
for att garantera att alla siffror kommer med. Detta kan goras pa S(6,4) olika sitt. Sedan
ska varje grupp tilldelas en siffra. Siffrorna kan fordelas helt fritt, dock utan upprepning, sa
antalet sétt att gora detta blir 4]. Sammanlagt blir antalet koder 415(6,4) = 24-65 = 1560.

Svar: 415(6,4) = 24 - 65 = 1560
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5.9
Givet « =3541789620ch 3=952347891, finns 0 sd att cac™! = 3.

Skriv om till cykelnotation och para ihop cykler av lika storlek.
Lisning: Med cykelnotation far vi o = (134)(68)(2579) och 5 = (19)(3254)(678). Vi parar
nu ihop cykler av lika storlek och skriver dem ovan varandra. Sedan later vi o avbilda rakt
nedat. Exempelvis far vi, om vi skriver (134) i « ovanfor (678) 1 § att (1) =6, 0(3) =7
och ¢(4) = 8. Sammantaget fas 0 =63 7821594 = (16)(2375)(489).

Svar: 0 =637821594 = (16)(2375)(489)
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5.10

Lat «, B € S, vara tva konjugata permutationer. Om o € S, ar sadan att den demonstre-
rar konjugatskapet, det vill siga att cac™! = 3, visa att #ven oo och So demonstrerar
konjugatskapet.

Lisning: Vi ska visa att (ca)a(ca)™ = 8. Men (ca)™t =a~'o™!, sa vi far

1 1 1

(ca)a(ca)™ = caca o™t = cac™ = .

For Bo gors motsvarande berdkning.
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5.11

En granntransposition i en permutation 7 € S, dr en transposition av tva element
som star bredvid varandra. Visa att vi alltid kan omvandla en permutation till en annan
permutation av samma storlek med hjélp av granntranspositioner.

Losning: Det récker att visa att vi for alla 7 € S, kan omavandla 7 till identitetspermutatio-
nen. Borja med att med granntranspositioner férflytta talet n lingst bak i permutationen.
Sedan flyttar vi n — 1 nést langst bak och sa vidare. Till slut star varje tal dar det ska sta
och vi har fatt identitetspermutationen.
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5.12

Antalet granntranspositioner som behovs for att omvandla en permutation 7 € S, till
identitetspermutationen kan riaknas ut pa ett enkelt sédtt. Hur gér man?
Hur manga granntranspositioner behévs for att ordna 7 =352 6 4 1.

Losning: Varje par av element kan antingen sta i riatt ordning, d.v.s. det mindre till vanster
om det storre, eller fel ordning, d.v.s. det mindre till hoger om det stérre. Om de star i fel
ordning maste vi nagon gang utféra den granntransposition som gor att dessa tva element
byter plats. Antalet granntranspositioner som behovs ar alltsa minst antalet par av element
i fel ordning.

Om vi inte har identitetspermutationen sa finns alltid tva element som &r grannar och
i fel ordning. Om vi later dem byta plats har antalet par av element i fel ordning minskat
med 1. Eftersom vi kan fortsiatta likadant tills vi far identitetspermutationen behovs inte
fler granntranspositioner én antalet par i fel ordning.

Antalet par av element &r alltsa precis det minsta antalet granntranspositioner som
kravs. Ett enkelt siatt att rdkna ut detta tal adr att for varje element bestdimma antalet
element som star till vénster och &r storre. Summan av detta blir det vi soker. For 7 =
352641farvib+2+04+2+0+0=09.

Svar: For m =352 6 4 1 krdvs 9 granntranspositioner.
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5.13
Skriv permutationen m = (13)(26)(37)(36)(25)(74)(14) i disjunkta cykler.

Losning: Vi betraktar ett element i taget och later 7 verka pa det. Element 1 far i hograste
transpositionen till 4, sedan till 7, sedan till 3 och slutligen, langst till vénster, gar denna
trea tillbaks till 1. 2 avbildas pa 5, diar den stannar. Vidare analys ger permutationen

m = (1)(256743).

Svar: m = (1)(256743)
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6 Modular aritmetik
8 Grafer

10 Bipartita grafer och matchningar

10.1

Platonska kroppar dr kroppar i R?, som bestar av enbart liksidiga k-hérningar. Exempel
pa dessa #dr kuben (liksidiga 4-horningar (kvadrater), 3 vid varje hérn) och oktagonen
(liksidiga trianglar, 4 vid varje horn).

Visa att det inte finns fler &n fem platonska kroppar i R genom att anvidnda Eulers
formel v — e + f = 2 for planédra grafer (v dr antalet horn, e antalet kanter och f antalet
facetter (ytor)). I detta fall blir v, e och f antalet horn, antalet kanter och antalet n-
hoérningar i kroppen.

Losning: Betrakta en Platonsk kropp som bestar av liksidiga n-hérningar, som sitter ihop k
stycken vid varje horn. Vi kan da skapa tva intressanta bipartita grafer. Den ena bestar av
kanter och n-hérningar, med en kant mellan en kant och en n-hérning om kanten begréansar
n-horningen. Varje kant har da valens 2 och varje n-hérning har valens n. Pa samma sétt
har vi en bipartit graf med horn och kanter, déar hornen har valens k& och kanterna valens
2. Det ger ekvationerna 2e = nf och 2e = kv, vilket tillsammans med v — e + f = 2 ger
% + % — % = % Men n > 3 och k > 3, sa det finns bara 5 alternativ, namligen n = k = 3
(tetraeder), n = 3,k = 4 (oktaeder), n = 3,k = 5 (dodekaeder), n = 4,k = 3 (kub) och
n =5,k = 3 (ikosaeder).
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10.2
I kapitel 10.1 i Biggs slas foljande sats fast: Givet den bipartita grafen G = (X UY, E)

géller
> (@)= d(y) =|E]

zeX yey

Anvind detta for att bevisa sats 3.2 1 Biggs: Givet tva méngder X och Y och en delméngd

Sav X xY giller
Z rz(S5) = Z cy(S) = 18],

reX yey

dér r,(S) ar antalet element i S, som har x som férsta komponent och ¢,(S) &r antalet
element i .S med y som andra komponent.

Losning: Skapa grafen G = (X UY, E) dér vi for varje element (z,y) € S drar en kant
mellan x och y. Da blir |S| = |E|, d(z) = 7.(S) och d(y) = ¢,(5).
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10.3

Niklas, Tomas, Erika, Jorgen, Robert och Hakan ska méta varandra i Backgammon enligt
nedan ritade graf, dar en kant innebér att de tva personerna som kanten sammanbinder
ska motas. Hur manga omgangar kravs for att alla ska kunna spela sina matcher? Under
en omgang kan godtyckligt manga matcher spelas, men varje spelare kan bara delta i en

match per ongang.

N—7=” —

Lésning: Vi ska dela in kanterna, vilka svarar mot matcher som ska spelas, i disjunkta
méngder, vilka svarar mot de olika omgangarna. Detta gors genom kantfargning. Grafen
ar inte bipartit, eftersom den innehaller trecykler, sa vi kan inte anvéndas sats 10.2.

Eftersom hogsta valensen ar 4 kravs minst 4 farger. Det visar sig inte vara sérskilt svart
att visa att man klarar sig med enbart 4 farger (se tabellen nedan).

Kant
NE
NR
NH
NT
ET
ER
RT
RH
JT
HJ

=y

oo

=
(4]

RO O R >THY;E= W

Svar: Det kriavs 4 omgangar.
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13
15
17
18
19

Grupper

Ringar och kroppar
Felrdttande koder
RSA

Boolesk algebra
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Kapitel 4

Facit

77

2.3

2.4
2.5

2.6

3.2
3.3

3.4

1 Heltal

2 Maiangder och funktioner

a En funktion.
b Ingen funktion.

¢ Ingen funktion.

a Bijektiv. Inversen dr f~!(y) =y — 6.
b Injektiv.

c Ingetdera.

d Surjektiv.

e Bijektiv. Funktionen &r sin egen invers.
Injektiv.
n=~06

Nej.

3 Kombinatorikens grunder

168 miljoner
8

24 389 000.

23
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3.5 3 037 500 000.
3.6 5040.
3.7 nl%.

3.8 Rektor kan kl4 sig pa 3?—!2 = % = 120 olika sétt.

4 Delmingder

4.1 8 966 909 952.

4.2 T7:1 respektive
c c a—1 c
> (1) = ()
k=a k k=0 k
5 Partitioner och distributioner

5.8

10
= 25200.
(1,3,1,4,1) o200

3n
n,n,n

n1+n2+...+nd
ny,N2,...,Ng

77

respektive

7?7 415(6,4) = 24 - 65 = 1560

Skriv om till cykelnotation och para ihop cykler av lika storlek.
7?7 0=637821594 = (16)(2375)(489)
5.12 For m =352 6 4 1 krdvs 9 granntranspositioner.

5.13 7 = (1)(256743)
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6 Modular aritmetik

8 Grafer

10

Bipartita grafer och matchningar

8.3 Det krivs 4 omgangar.

13

15

17

18

19

Grupper
Ringar och kroppar
Felridttande koder

RSA

Boolesk algebra

95
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