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13 Grupper

Det trettonde kapitlet behandlgrupper. Att formulera abstrakta begrepp som grupper har visat
sig mycket kraftfullt. Man kan @ det viset se vad sonatler for en mycket stor f@ngd till synes
olika begrepp. Permutationer och maauaritmetik visar sig @ det viset ha agot gemensamt.
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13.1 Gruppaxiomen

Gruppbegreppet generaliserar flera av de saker vi sett tidigaregdién av alla permutationer
under sammaiddtning bildar en grupp och heltalen under addition bildar en grupp, precis som
heltalen modulo: under addition. Det definieras vad som menas mebieér operationpa

en nangd. Detar en regel som tar &element och ger tillbaka ett element. Exemgebjpréra
operationear addition, subtraktion och multiplikation av heltal, reella tal, eligeot annat slags

tal. Ett annat exempeir sammarigtning av funktioner fin en nangd till sig salv, speciellt
permutationer.



Av de fyra gruppaxiomen som bamnsG1, G2, G3 och G4 kan det brsta ibland uteslutas
eftersom det kan anses vara en del av definitionen av vad andgperatiorér. Det andra axio-
met,associativitetesager att vi kan utémna parenteseanvi upprepar gruppoperationen, med
andra ord kan vi definiera sammaitiging av en heldljd element.

Det tredje &ger att det finns ett elememt,somar neutralt dr gruppoperationen. Detta ele-
ment kallasdentitetselementgdch man kan visa att det bara finns éitlant element i en grupp.
Ibland kan maraven sigaenhetselemergeng. unij.

Det fjarde axiomet&@ger att alla element i gruppén inverterbara, dvsf a kan vi hittaa !
saattaxa ! =cecocha!xa=ec.

Ordningenfor en gruppar antalet element i gruppen. Detta skall inte blandas ihop med be-
greppetmultiplikativ ordning eller ordningen av ett gruppelemesdbm betyder den minsta po-
sitiva potens av ett element som ger identitetselementet. Om gruppamdlig sags den ha
oandlig ordning

Oversattningar

group grupp
binary operation binar operation

closureslutenhet
associativityassociativitet
identity identitet
inverseinvers

order orning

infinite order oandlig ordning

13.2 Exempel @ grupper

Symmetriska gruppefi,, har vi sbtt pa tidigare. Detir mangden av permutationer av eangd
medn element och gruppoperationansammarettning. Ordningen ag,, arn/!.

En annat exempelggrupperar symmetrigruppefor geometriska objekt. Déir stelkropps-
rotationersomaterfr objektet @ sig splvt. Ett objekt som inte haragon symmetri har emivial
symmetrigrupp, dvs bara identitetselementet. | avnittet introduceras triangelgrppssmar
symmetrigruppendr en liksidig triangel. Den visar sig ha ordning sex.

Det andra exemplet aander sig av matriser. Eftersom matriser introducegast i Mate-
matik Il kan det vara lika bra att hoppeaver detta exempel. Annars kan mabmima bort ma-
trisnotationen och bar&mnka sig par av elements, (a, b), dara # 0. Multiplikationen ges av
(a,b) % (c,d) = (ac,ad + b). Det visar sig att detta ger en grupp av ordninged identitetsele-
ment(1,0).



Oversittningar

symmetric group symmetriska gruppen
symmetriessymmetrier

equilateral triangle liksidig triangel
group table grupptabell

matrix matris

13.3 Grundlaggande algebra i grupper

Avsnittet bahendlaragra grundiggandeakneregler i grupper. Debfsta som amnsar att man
ofta inte skriver ut gruppoperationen semitan anander multiplikativ notation igtlet.

Sats 13.3.1ager att vi alltid kan arénda kancellering i grupperabe till vanster och till
hoger. | grupperar det viktigt att skilja p hdger och anster, eftersom de i aliamhet intear
kommutativadvs defar inte alltid sant attb = ba. Omab = ba for allaa ochb i en grupp kallas
gruppenabelskeller kommutativ

En annan viktig observaticdr att grupptabellen alltidr enlatinsk kvadratdvs varje symbol
forekommer precis endmg i varje rad och varje kolonn.dbemotar det inte sant att alla latinska
kvadraterar grupptabeller. De flesta latinska kvadrater har inte den associativa egenskapen som
kravs Pr att det skall vara en grupptabell.

Sats 13.3.2&ger att vi alltid har emunik 16sning till ekvationer sonaxz = b dar a ochb
ar givna element i en grupp.ad konstateras ocksatt gruppens identitetselemeint entydigt
bestimt, dvs det finns bara ethdant, ochaven inversen till ett elemerdr entydigt bestmd.
Observera att detta inte iagbland gruppaxiomen, utém en Hljd av dem.

Oversattningar

abstract algebraabstrakt algebra
commute kommuterar
commutative kommutative
abelian abelsk

latin square latinsk kvadrat

13.4 Ordningen av ett gruppelement

Har definieraordningen av ett gruppelemeridet handlar om att ta potenser av elemeiitr F
eller senare kommer man att komma till identitetselementet, i alla fall om grip@erlig. Den
minsta positiva potensen som ger identitetselementet kallas elementets ordning och(skrivs
for ett element.

Sats 13.4 &ger att detdljer att alla andra potenser sdin lika med enhetelementéat mul-
tipler av ordningen, dvs™ = e medbr attm ar delbart med(x).



Oversittningar

powerspotenser
order ording
infinite order oandlig ording

13.5 Isomorfi av grupper

Isomorfiar ett viktigt begrepp inte bar@i grupper. Det kommer att komma upgrrdet @ller
baderingar i kapitel 15 ochgraferi kapitel 10. Att tv& abstrakt definierade obje&t isomorfa
betyder att de egentligeiar exakt likadana. Det enda som skiljer dammamnen @ elementen.

Nar vi skall beskriva detta matematiskt blir det i form avigjektion, f/ som dessutorbeva-
rar gruppstrukturendvs uppfyller

flaxb) = f(a)* f(b)

for allaa ochb i G. En sadan bijektion kallassomorfiav grupper.

Exemplet & isomorfi som ges i avsnittet bygge ge té exemplen fin avsnitt 13.2. Det
skulle ocké ca att byta ut matrisexemplet mot symmetriska grupfgreftersom den ocskar
isomorf med triangelgruppen.

Oversittningar

isomorphismisomorfi
isomorfic isomorfa

13.6 Cykliska grupper

Den forsta och viktigaste byggstenearrdet @ller att konstruera gruppér decykliska grupper-
na. Vi har sttt pa dem som de additiva grupper#a, men ocké genom cykliska permutationer.
Om vi tar en cyklisk permutation av element och dess potensér fvi en cyklisk grupp av
ordningn.

Ett viktigt begrepp som kommer i@r generator Ett element: ar en generator till en cyklisk
grupp om gruppen bemtav alla potenser av.

Nar vi pratar om potenser i gruppér det bra att komma &y att gruppoperationen inte alltid
ar multiplikation. Om gruppoperationem addition motsvarar potenser multipler.

Nar vi sedan skall bygga uppagot med de cykliska grupperna @mder vi trstdirekt pro-
dukt Det betyder att vi bildar en ny grupf x H fran tvd grupperG och H genom att ta
produktmangden och aranda gruppoperationerna oberoende av varandrdepolika kompo-
nenterna.

Exemplet visar vad somémder i@r vi bildar produkter avagra olika cykliska grupper. Ibland
visar det sig att resultatet blir en cyklisk grupp, ibland inte. Sats 13.6 talar om att vakam f
isomorfi mellan en cyklisk grupp och en produkt awa teykliska grupper om ordningarnérf
faktorernaar relativt prima.



Oversittningar

cyclic cyklisk

generategenerera

infinite cyclic group oandlig cyklisk grupp
direct product direkt produkt

13.7 Delgrupper

Nar vi ska @ rarmare in @ strukturen hos grupperaser vi pa begreppetlelgrupp Det ar
en delnangd av en grupp som dessutom bildar en grupp med samma gruppoperation som den
ursprungliga gruppen.

Sats 13.7 talar om att det finnsatkriterier som tillsammans bildabdvadniga och tillackliga
villkor for nar en delndngd av en grupp skall vara en delgrupp. Det @natt delndngden skall
vara sluten under gruppoperationen, det a@ddrait den skall vara sluten under invers.

Om grupperar andlig facker det drsta br att det skall vara en delgrupp, eftersom inversen
av ett element @ alltid ar en potens av samma element.

Varje gang vi tar ett element i en grupp & far vi en cyklisk delgrupp som genererasiaye-
nom att ta nangden av potenser avObservera att viven naste ta med de negativa potenserna
oma har candlig ordning. Ordningen av den delgrupp som genererasaalika med ordningen
ava.

Oversittningar

subgroup delgrupp, undergrupp
sufficient conditionstillr ackliga villkor
centre center

cyclic subgroupcyklisk delgrupp

13.8 Sidoklasser och Lagranges sats

Lagranges sats visar styrkan i gruppbegreppet genom att det galdidt klart krav & ordning-
en for delgrupper i grupper. Bn Lagranges satslfer sedan exempelvis Eulers sats.

Lagranges sats (Sats 13.8.2per att ordningendt en delgrupp raste dela gruppens ord-
ning. Iden med bevise#r att bilda en partition av gruppen i delar som allalika stora som
delgruppen. Delarna i denna partition kakkadoklassenchar i sig ett nyttigt begrepp. Eftersom
gruppoperationen inte alltidr kommutativ skiljer vi f hoger- och anstersidoklasser.

Sats 13.4.2r em bljdsats, eller ett korollarium, till Lagranges sats, och dieges att gruppe-
lementens orgningar &ste dela gruppens ordning och aitmeda!®! = e, for allaa i enandlig
gruppG. Detar detta som direkt ger Eulers satw vi ser [@ gruppen av inverterbara element i
Z,, somar en grupp av ordning(n).

Sats 13.4.4r en annandljdsats som&ger att detdr varje primtalp bara finns en grupp upp
till isomorfi, namligenC,,. Alla grupper av ordning ar alltsa cykliska.



Det sista exemplet, med delgrupperna till den alternerande grugpevisar att man kan
ordna upp delgrupperna i déttice.

Oversattningar

cosetsidoklass

left cosetvanstersidoklass

right cosethogersidoklass
Lagrange’s TheoremLagranges sats
distinct distinkta, olika

index index

lattice lattice, gitter
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