
Läsanvisning till Discrete matematics av Norman
Biggs - 5B1118 Diskret matematik

Mats Boij

11 november 2001

5 Partitioner, klassifikation och fördelning

Det femte kapitlet behandlar partitioner av mängder och heltal, ekvivalensrelationer, fördelningar
och multinomialtal, klassifikation av permutationer och begreppen udda och jämna permutatio-
ner.

Rekommenderade uppgifter

lättare svårare
5.1 1 2
5.2 1
5.3 1,3
5.4 1 2
5.5 2 3
5.6 1,4
5.7 1,4,5,6

5.1 Partitioner av en mängd

En partition av en m̈angdär en uppdelning av m̈angden i disjunkta delm̈angder,delar. En sak
somär viktig att pöangtera att uppdelningen inteär ordnad, trots att det kan se ut så i definitionen.
Om X = {1, 2, 3, 4, 5} är X1 = {1, 3, 5}, X2 = {2, 4} samma partition somX1 = {2, 4},
X2 = {1, 3, 5}. Detär ocks̊a viktigt att notera att delarna i en partitionär icke-tommadelmängder.

StirlingtalenSn,k som ger antalet partioner av en mängd medn element ik delar. Observera
att Biggs anv̈ander notationenS(n, k) istället för Sn,k.

Sats 5.1 ger en rekursion för Stirlingtalen som p̊aminner mycket om rekursionen för binomi-
altalen.

Sn,k = Sn−1,k−1 + kSn−1,k.

Denna rekursion g̈or att vi kan sẗalla upp Stirlingtalen i en tabell liknande Pascals triangel för
binomialtalen.
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Översättningar

family familj
partition partition,uppdelning
index setindexm̈angd
part del
Stirling number Stirlingtal

5.2 Klassifikation och ekvivalensrelationer

Ekvivalensrelationerhar mycket gemensamt med partitioner. För varje partiotion kan vi definiera
en ekvivalensrelation och tvärtom. Vi kan ẗanka oss att en ekvivalensrelationär ett s̈att att i en
mängd klumpa ihop element som på n̊agot s̈att ḧor ihop. Ett exempel̈ar n̈ar vi klassificerar
djurarter i olika grupper, som exempelvis kräldjur, d̈aggdjur, och s̊a vidare. Ur vissa aspekterär
djur som tillḧor samma grupp att betrakta som lika, men det betyder inte att deär lika.

De tre egenskapernareflexivitet, symmetriochtransitivitetdefinierar begreppet ekvivalensre-
lation. Den f̈orsta och den sista såg vi tidigare n̈ar det var tal om heltalens ordning, men då hade
vi anti-symmetriistället för symmetri.

Sats 5.2 s̈ager just att deẗar samma sak att ge en ekvivalensrelation på en m̈angd som att
ge en partiton av samma mängd. Delarna i den partition man får av en ekvivalensrelation kallas
ekvivalensklasser.

Översättningar

equivalence relationekvivalensrelation
classificationklassifikation
reflexive reflexiv
symmetric symmetrisk
transitive transitiv
equivalence classekvivalensklass

5.3 Fördelningar och multinomialtal

Istället för att se p̊a en oordnad partition av en mängd kan vi h̊alla reda p̊a ordningen mellan
delarna. Vi f̊ar d̊a n̊agot som kallas enfördelning. Det i stort sett samma sak som att ge surjektiv
funktion till mängden{1, 2, . . . , k} om partitionen består avk delar.

Sats 5.3.1 s̈ager att antalet surjektioner från {1, 2, . . . , n} till {1, 2, . . . , k} ges avk!Sn,k.
Detta beror just p̊a att det enda som skiljer en partition medk delar fr̊an en f̈ordelning, eller
surjektiv funktion,är just ordningen mellan delarna, och det finnsk! möjliga ordningar.

Multinomialtal räknar antalet s̈att att l̈aggan numrerade bollar ik numrerade l̊ador s̊a att
det kommerni bollar i lådai. Föruts̈attningenär attn1 + n2 + . . . + nk = n och vi skriver
multinomialtalet som (

n

n1, n2, . . . , nk

)
.
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Speciellt ser vi att s̊ak = 2 är detta samma sak som ett binomialtal(
n

k

)
=

(
n

k, n− k

)
..

Observera att detta visar att binomialtalet kan uppkomma på ett annat s̈att än tidigare som antalet
sätt att l̈agga bollar i l̊ador. Denna g̊ang handlar det om att läggan bollar i två lådor s̊a att det
kommerk bollar i den f̈orsta.

Sats 5.3.2 s̈ager hur vi kan r̈akna ut multinomialtalen som kvoter av fakulteter.(
n

n1, n2, . . . , nk

)
=

n!

n1!n2! · · ·nk!
.

Exemplet med ordet ABRACADABRA visar hur multinomialtalen kan användas f̈or att r̈akna
antalet olika ord som kan bildas med givna bokstäver.

Sats 5.3.3̈ar multinomialsatsensom talar om varf̈or det kallasmultinomialtal. Detär en ge-
neralisering av binomialsatsen och den säger att multinomialtalen̈ar de koefficienter som upp-
kommer n̈ar man utvecklar uttrycket(a1 + x2 + . . .+ xk)

n.

Översättningar

distribution fördelning, distribution
multinomial number multinomialtal

5.4 Partitioner av positiva heltal

Partitioner av heltal̈ar det som man får från en partition av en m̈angd om man bara kommer ihåg
antalet element i delm̈angderna. Delarna i en partition av ett heltalär precis som i fallet med
partitioner av m̈angder oordnade. Detta begrepp kommer till användning bland annat när vi skall
klassificera permutationer i nästa avsnitt.

Standardnotationenför en partitionn = n1 + n2 + . . . + nk är [1a12a23a3 . . . kak ] där ai är
antalet delar av storleki.

5.5 Klassifikation av permutationer

Huvudresultatet, Sats 5.5, i avsnittetär att tv̊a permutationer̈ar konjugeradeom och endast om
de är av sammatyp. Att två permutationer,π och σ, är konjugerade betyder att det finns en
permutationτ sådan attτπτ−1 = σ. Detär först̊as sv̊art att bilda sig en uppfattning om vad detta
egentligen betyder bara av att titta på uttrycken. Meningen̈ar attπ ochσ egentligen̈ar samma
permutation, men att någon, i det ḧar falletτ , har permuterat elementen i{1, 2, . . . , n}.

Typen av en permutation ges av den permutation av heltaletn som man f̊ar n̈ar man ser p̊a
cyklernas olika l̈angd. Permutationen(12)(34)(567) har allts̊a typ [223], eftersom det finns tv̊a
cykler av l̈angs2 och en av l̈angd3.
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Översättningar

type typ
conjugatekonjugerade

5.6 Udda och j̈amna permutationer

Här definieras begreppenuddaoch jämnapermutationer. Deẗar ganska kr̊angligt att f̊a till de-
finitionen s̊a att man̈ar s̈aker p̊a att det verkligen fungerar, dvs att en permutation inte kan vara
både udda och jämn samtidigt.

Det vanligaste s̈attetär att som Biggs g̈or s̈aga att en permutation̈ar udda om den kan skrivas
som sammansättningen av ett udda antal tvåcykler - transpositioner. Problemeẗar först̊as att
det inte allsär uppenbart att den då inte kan skrivas som en sammansättning av ett j̈amnt antal
transpositioner.

Biggs anv̈ander uppdelningen av permutationerna i cykler för att visa att det alltid m̊aste vara
ett udda antal transpositioner om detär ett udda antal transpotitioner i något fall.

Ett annat s̈att att definiera udda och jämna permutationer̈ar genom antalet inversioner i per-
mutationen, dvs antalet par(i, j) så atti < j ochπ(i) > π(j). Man kan d̊a visa att en produkt av
ett udda antal transpositioner har ett udda antal inversioner.

Exemplet visar att vi i ett femtonspel kan avgöra ifall en viss sẗallning är om̈ojlig att uppn̊a
genom att betrakta udda och jämna permutationer.

Översättningar

evenjämn
odd udda
transposition transposition
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