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1) Berikna z! + 22% + 3 for alla varden pa z i Zs. (3p)

2)

Lésning: Det finns bara fem virden for z i Zs. Vi séitter in dessa i p(z) = z*+22%+3
och far

p(0) =0"+2-0°+3=0+2-0+3=3

p(1) =1"+2-134+3=1+2-1+3=6=1

p(2) =214+2-284+3=164+2-84+43=1+2-3+3=10=0

p(3) =p(-2)=(-2)*+2-(-2*+3=16—-2-8+3=1-2-3+3=3
p(4) =p(-1)=(-1)*+2-(-1)3+3=1-2-1+3=2

dar alla rakningar ar gjorda i Zs. Vi kan ocksa anvanda oss av Fermats lilla sats for
att se att 21 + 203+ 3 =1+223+3 =223+ 4 for v # 0 i Zs.

Bestam alla positiva heltalslosningar till ekvationen

9z + 12y = 57.

(3p)
Losning: Med hjéalp av Euklides algoritm kan vi finna a och b sa att 9a + 12b =
sgd(9,12) = 3;
12 =1-9+3
9 =3-3+40

och 3 =1-124+(—1)-9. Alltsa ar (a,b) = (—1,1) en 16sning till ekvationen 9a+12b = 3,
och eftersom 57 = 19 - 3 kan fa en heltalslosning till den givna ekvationen genom
(x,y) = (19a,19b) = (—19,19). Om vi delar bada sidor av ekvationen med tre far
vi 3z + 4y = 19. Eftersom sgd(3,4) = 1 far vi att alla andra heltalslésningar till
ckvationen ges av (z,y) = (—19 + 4k, 19 — 3k) for nagot heltal k. Om ldsningen
dessutom skall vara positiv krdavs att —19 + 4k > 0 och 19 — 3k > 0, dvs 19/4 <
k < 19/3. Detta ger mojligheterna k = 5 och k = 6, vilket i sin tur ger de positiva
16sningarna: (z,y) = (1,4) och (z,y) = (5,1).

Svar: De positiva heltalslésningarna till ekvationen ges av (z,y) = (1,4) och (z,y) =
(5,1).



3)

4)

5)

Ett barn har fem gula klossar, tre bla klossar och fyra roda klossar. Hur manga olika
torn kan barnet bygga genom att stapla alla klossar pa varandra? (3p)

Losning: Det ar sammanlagt tolv klossar och om barnet staplar alla klossar pa
varandra far vi alltid tolv klossar pa hojden. Om vi utgar fran att det bara ar
fargen som skiljer klossarna fran varandra ar det nu fragan om att lagga tolv bollar i
tre lador; lada gul, lada bla och lada rod sa att det hamnar fem bollar i den forsta, tre
i den andra och fyra i den tredje. Antalet satt att gora detta ges av multinomialtalet

=11-5-9-8-7=27720.

12 ) 12! 12-11-10-9-8-7-6
53,4 ) 513141 6 - 24

Svar: Barnet kan bygga 27720 olika torn.

Den linjara kod som har paritetskontrollmatris

1
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0

— = O

1 11
010
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S = O

rittar ett fel. Vilket ord har skickats om det uppstatt ett fel och det mottagna ordet
ar 1100117 (3p)

Losning: Om vi utfor paritetskontrollen som matrisen svara mot far vi i forsta raden
1-140-141-04+1-041-140-1 = 1+1 = 0, i andraraden 1-14+1-140-041-040-1+1-1 =
1+14+1=1o0chitredjeraden0-14+1-141-04+1-0+0-140-1=1. Alltsa
blev resultatet lika med den andra kolonnen, (0, 1,1), vilket betyder att om det bara
gjorts ett fel, maste det ha varit i andra positionen. Det kodord som sandes var
darfor 100011.

Svar: Det kodord som sandes var 100011.

Avgor om graferna som ges av foljande granntabeller dr isomorfa.

123456 1 23456
4 4 41 2 1 4 3 21 21
6 55 2 3 2 6 4 5 2 3 4

6 6 3 3 ) 6 6 5

(3p)
Losning: De tva graferna &r inte isomorfa. Det finns manga sétt att se detta. Vi
kan se att den forsta grafen ar bipartit eftersom horn 1, 2 och 3 bara har kanter till
hornen 4, 5 och 6, och tvartom. Den andra grafen kan inte vara bipartit eftersom
den innehaller en trecykel, 1, 4, 6.

Svar: De ar inte isomorfa.



6)

7)

Om man slar med en térning finns sex olika utfall. Om man slar med tva likadana
tarningar finns 21 olika utfall. Hur manga olika utfall finns det om man slar med
fyra likadana tarningar? (4p)

Losning: Eftersom det inte spelar nagon roll vilken av tarningarna som tar vilket
varde ror det sig om ett oordnat val. Eftersom flera tarningar kan fa samma varde
ar det val med aterlaggning. Vi skall gora ett oordnat val av 4 element ur en méangd
med 6 element. Ett oordnat val med aterlaggning av k£ element ur en mangd med n

element kan goras pa
n+k—1
k
sitt. I detta fall blir det
6+4—-1 9-8-7-6
= N 9.9.7=12
( 4 ) 1-2-3-4 ) ’ 0

olika utfall.

Svar: Det finns 126 olika utfall vid slag av fyra likadana tarningar.

Skriv polynomet x® + x + 2 som en produkt av irreducibla polynom i Zs[z].  (4p)

Lésning: Eftersom polynomet har grad tre ar det antingen irreducibelt, eller har
minst en faktor av grad ett. Enligt faktorsatsen ar en faktor av grad ett samma sak
som ett nollstélle, och vi kan prova de tre virdena pa x i Zs for att se om det finns
nagot nollstéille. Med # = 0 far vi 2> + 2 +2 =0+0+2 = 2, for x = 1 far vi
PH+r+2=1+14+2=1,ochforx =2farvizd+2+2=24+2+2 = 0. Alltsa finns
bara ett nollstélle, och (z —2) = (x + 1) ar den enda irreducibla faktorn av grad ett.
Nu kan vi dela med x + 1 och far

Nu maéste 22 + 2z + 2 vara irreducibelt eftersom den enda méjliga faktorn av grad ett
ar r+1 och (x+1)% = 22+ 2x + 1. Vi har darfor att 23 +2x+2 = (v +1) (22 + 22 +2)
ar en faktorisering i irreducibla faktorer.

22 422 +2
x4+ 1] 23 +r 42
3 42
222 4 42
222 +2x
20 +2
2r 42
0

Svar: 23 + 2+ 1= (z + 1)(2? + 22 + 2) ar en faktorisering i irreducibla faktorer.



8)

9)

Visa att en kantfargning av en bipartit graf med k farger ar ekvivalent med k parvis
disjunkta matchningar och anvéand detta for att visa att en regular bipartit graf har
en fullstdndig matchning. (4p)

Lésning: En kantfargning med k farger ar ett satt att dela in kanterna i k£ parvis
disjunkta ordnade delméngder sa att inte tva kanter som har ett gemensamt horn
ligger i samma del.

En matchning ér en delmangd av kanterna sadan att inga tva kanter i den har ett
gemensamt horn.

Alltsa maste varje firg i en kantfargning vara en matchning. A andra sidan ger ocksa
k parvis disjunkta matchningar en kantfargning genom att varje matchning svarar
mot en farg.

Vi skall nu visa att varje regular bipartit graf har en fullstdndig matchning. Eftersom
en regular bipartit graf av valens k gar att kantfirga med k farger enligt sats i
kursboken. Alltsa kan vi anvinda en av delarna i denna for att fa en matchning. Att
matchningen maste vara fullstdndig beror pa att alla horn har valens k£ och dérfor
maste alla farger anvindas vid kantfargning av kanterna fran varje horn. Alltsa
kommer varje horn att finnas med som andpunkt i nagon kant i matchningen, som
darfor ar fullstandig.

Anvand genererande funktioner for att bestamma l6sningen till rekursionen ag = 1,
a; = 2, och
ap — 3ap_1 + 20,2 = 2n7

for n > 2. (4p)
Lésning: Vi skriver den genererande funktionen som y ° - a,z"

och ser att vi kan multiplicera med polynomet 1 — 3x + 222 for att fa
(1 — 3z + 22?) Z anz" = ag + (a1 — 3ag)r + Z 2"g"
n=0 n=2

vilket med ag = 1, a; = 2 ger

472
1—-2x

o0
(1—3x+2x2)2ana:”:1—x+

n=0

och

iaz”— 1—2 N 4
n:On S 1-32+222 (1 —22)(1 — 3z + 222)

Eftersom 1 — 3z + 222 = (1 — x)(1 — 2x) far vi att

i . L 4a?
aAnpl = — — D) —
o 1-2x  (1—-2x)2(1—2x)



10)

Den andra av dessa termer skriver vi med hjalp av partialbrak

472 A B C

I—20°(1-2) (-202 (1-20) (I-2)

Om vi multiplicerar med ndmnaren far vi
42° = A(1 — 2) + B(1 — 2)(1 — 27) + C(1 — 22)?

och sétter viin z = 1 och x = 1/2, far vi 4 = C respektive 1 = A/2, sa& A = 2 och
C=4. Med z=0farvi0= A+ B+ C, vilket ger B = —6. Till slut har vi kommit
fram till att

iaxn_1+ 2 6 4
— 1-2x (1-22)2 (1-2z) (1-2)

Alltsa ges a,, av

G =2"+2(n+1)2" —6-2" +4 = (2n — 3)2" + 4.

Svar: Talfoljden ges av a,, = (2n — 3)2" + 4, for alla n > 0.

Lat a vara rotation av planet med ett femtedels varv medsols kring origo och lat b
vara spegling i en linje genom origo. Visa att mangden

G = {id,a,a* a* a*,b,ab,a®b, ab, a*b}

bildar en grupp under sammansittning och att a*b = ba=* for varje heltal k. (4p)

Lésning: Eftersom a ar rotation en femtedels varv kommer a® = id och eftersom
b ar en spegling giller att b> = id. Bilda en regelbunden femhorning i planet med
centrum i origo och med ett horn pa linjen i vilken b speglar. Vi far da att bade a och b
avbildar denna femhorning pa sig sjalv. Alltsa ligger bade a och b i symmetrigruppen
for femhorningen. Utover identitetsavbildningen finns det fyra rotationer och fem
speglingar som avbildar femhorningen pa sig sjalv. Rotationerna ges av a, a2, a®
och a*, eftersom dessa svarar mot rotation en femtedels varv, tva femtedels varv, tre

femtedels varv och fyra femtedels varv medsols.

Eftersom b inte dr nagon potens av a maste b, ab, a®b, a®b och a*b vara fem andra
element, och dirmed maste det vara de fem speglingarna. Alltsa bestar mangden G av
alla symmetrier av femhorningen och darmed &r det en grupp under sammansattning.

Sammansittningen av en spegling med sig sjilv dr identiteten, varfor a¥b = (a*b)71,
och diarmed ocksa a*b = b~'a™* = baF, for alla heltal k.



