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1) Bestdm den storsta gemensamma delaren mellan 407 och 594.

Losningsforslag till
Tentamen i 5B1118 Diskret matematik 5p
25 april, 2001

(3p)

Losning: Vi anvander Euklides algoritm for att bestimma den storsta gemensamma

delaren.
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och vi far sgd(407,594) som den sista nollskillda resten, dvs 11.
Svar: sgd(407,594) = 11.

2)
(24)(356).

Skriv upp cykelnotationen for sammanséttningen 7~ 'o7 dir ¢ = (135)(64) och 7 =

(3p)

Lésning: Vi bestammer 77! genom att se vad som star fore de respektive elementen i
cykelnotationen. Ett annat séatt ar att invertera varje cykel for sig sjalv. Inversen ges
diarmed av 77! = (24)(365). Vi far sammansittningen genom att sitta in resultatet
av en permutation i nasta.
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Cykelnotationen far vi nu genom att folja de olika elementen genom permutationen,
och resultatet blir 77 'o7 = (163)(25).

Svar: Cykelnotationen for sammansattningen blir 77 to7r = (163)(25).

3)
och e =09.

Kryptera meddelandet = = 25 om den 6ppna nyckeln i ett RSA-system &r n = 55

(3p)



4)

5)

Lésning: Krypteringsalgoritmen ger E(x) = z¢ (mod n) och i detta fall behéver vi
berikna 25° (mod 55). Med successiv kvadrering fas 252 = 625 = 20 (mod 55),
25¢ = (252)2 = 202 = 400 = 15 (mod 55), 25° = (25%)2 = 152 = 225 = 5 (mod 55)
och darmed

25 =25' . 258 =25.5=125=15 (mod 55).

Svar: Det krypterade meddelandet ar 15.

Bestdm ordningen av den multiplikativa gruppen av inverterbara element i Zos. (3p)

Lésning: Ordningen av en grupp ar antalet element i gruppen. Den multiplikativa
gruppen av inverterbara element i Zy4 bestar av de restklasser [a]o4 dér sgd(a, 24) = 1.
Eftersom 24 = 23 - 3 ges dessa precis av de a som inte ar delbara med varken 2 eller
3. Vi kan rakna upp dessa restklasser genom att stryka alla multipler av 2 och 3:

X)71727/87/4757ﬁ777/87/97A07117l27137ﬂ47A57ﬂ67177ﬂ8719720721722723
Kvar blir {[1], [5], [7], [11], [13], [17], [19], [23]}, dvs atta olika restklasser.

Svar: Ordningen av den multiplikativa gruppen av inverterbara element i Zs, ar
atta.

Grafen G ges av nedanstaende granntabell. Avgor om det gar att lagga till en kant
i grafen G sa att den resulterande grafen G’ har en eulervig.

123456789
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(3p)
Lésning: Det finns en eulervag i en graf precis om grafen ar sammanhangande och
antalet horn med udda valens &r hogst tva. Vi kan se att alla horn i grafen G har
jamn valens. Nar vi lagger till en kant kommer de tva hornen som ar andpunkter
till denna kant att fa udda valens, men 6vriga hérn kommer fortfarande att ha jamn
valens. Alltsa blir det tva horn med udda valens oavsett vilken kant vi lagger till. Det
aterstar att se ifall vi kan lagga till en kant sa att grafen G’ blir sammanhéngande. 1
grafen GG bildar hornen 2, 3 och 6 en sammanhéngande komponent som inte har nagon
forbindelse med 6vriga horn. Hornen 4, 5, 7 och8 har kanter till hérnet 1 och hornet
9 har kanter till 4 och 5. Alltsa bildar hérnen {1,4,5,7,8,9} en sammanhéngande
komponent och G bestar av tva komponenter. Darmed blir grafen sammanhéangande
om vi lagger till en kant mellan dessa tva komponenter, exemepelvis kanten 12.

Svar: Det gar att lagga till en kant i grafen G sa att den resulterande grafen har en
eulervag.



6)

7)

8)

Ett barn har sex klossar i olika farger. Pa hur manga satt kan barnet ligga klossarna
i tre likadana lador sa att det kommer minst en kloss i varje lada? (4p)

Losning: Att lagga de sex olika klossarna i tre identiska lador sa att det kommer
minst en i varje ar detsamma som att ge en partition av mangden av klossar i precis
tre delar. Antalet sadana partitioner ges av Stirlingtalet Ss3. FoOr att berdkna
detta kan vi anvanda rekursionsformeln S, j, = Sy,—1 -1 + kS,—1 %, och startviardena
Spi1 = Spn = 1, for alla n > 1. Om vi staller upp det i nagot som liknar Pascals
triangel far vi

1
1 1
1 3 1
1 7 6 1
1 D 25 10 1
1 31 90 65 15 1

och vi kan lasa av att Sg 3 = 90.

Svar: Barnet kan lagga klossarna i tre likadana lador pa 90 olika satt.

Bestam den genererande funktionen for losningen till rekursionen
Apy2 = Apy1 — 36Ln, n >0
med begynnelseviardena ag = 2 och a; = 3. (4p)

Lésning: Den genererande funktionen for talféljden a, ar > - a,z". Eftersom
talfoljden uppfyller rekursionen a, 1o = a,+1 — 3a, for n > 0 far vi att

o0
(1—2+ 3562)2 anx” = ag+ (a1 — ag)x + (a2 — ar + 3ag)a? + - - -

n=0

=ap+ (a1 —ap)r+0=2+ (3 —2)x =2+ x.

Alltsa kan vi skriva den genererande funktionen som >~ ja,z" = %

Svar: Den genererande funktionen for 16sningen kan skrivas som (2+x)/(1—xz+3z?).

Anvind stark induktion for att bevisa att varje positivt heltal kan skrivas som en
produkt av primtal. (4p)

Lésning: Vi borjar med att repetera definitionen av primtal; ett primtal ar ett heltal
storre an ett som inte kan skrivas som en produkt av mindre positiva heltal. For att
pastaendet vi skall bevisa skall kunna vara sant maste vi acceptera att en produkt
av primtal kan besta av ett eller inget primtal.

Vi konstaterar nu att 1 kan skrivas som en produkt av (noll) primtal. Vi kan nu
gora induktionsantagandet att varje positivt heltal mindre &n n kan skrivas som
en produkt av primtal, och vi vill visa att aven n kan skrivas som en produkt av



9)

10)

primtal. Eftersom n > 1 ar n antingen ett primtal eller ett sammansatt tal. Om
n ar ett primtal dr det en produkt av (ett) primtal. Om n dr sammansatt kan det
skrivas som en produkt av tva positiva heltal som &ar strikt mindre &n n. Enligt
induktionsantagandet &r dessa produkter av primtal, och eftersom en produkt av
produkter av primtal ar en produkt av primtal foljer att n ar en produkt av primtal.
Enligt induktionsprincipen galler darmed att alla positiva heltal ar produkter av
primtal.

Anviand metoden med alternerande stigar for att fran matchningen {1A4,2B,3C'}
fa en fullstindig matchning i den bipartita grafen med hérnméangd {1,2,3,4} U
{A, B,C, D, E} och kantméngd {1A4,1D,2B,2E,3A,3C,4B,4C'}. (4p)

Lésning: Vi borjar med att se pa det enda hornet 41 X = {1,2, 3,4} som inte ar med
i matchningen. Vi véljer en kant som utgar fran 4, tex 4B. Eftersom B ar matchat
med 2 gar vi vidare till 2. Vi ser nu att det ocksa gar en kant fran 2 till F, sa vi
gar vidare till £. Nu ar inte F matchat med nagot horn och vi kan ga tillbaka langs
stigen och byta ut kanterna i matchningen mot de som inte &r med i matchningen.
Vi far da matchningen {1A4,2F,3C,4B} som é&r fullstandig eftersom varje horn i X
ar med i matchningen.

Bevisa eller ge motexempel till identiteten
2/AUBUC|—2|ANBNC| =|AUB|+|BUC|+|CUA|—|ANB|—|BNC|—|CNA|.

dar A, B och C ar andliga delmangder av en mangd S. (4p)

Losning: Identiteten ar sann och vi kan bevisa den genom att anvanda sallprincipen.
For tre andliga delmangder A, B och C' av en mangd S har vi

|JAUBUC| =|A|+|B|+|C]—=|ANB|—|BNC|—|CNA|+|AnBNC|.
Om vi sitter in detta i vansterledet av identiteten far vi
2(JA| +|B|+|C| = |AnB|—=|BNC|—=|CNA|+|ANnBNC|)-20ANnBNC|
vilket kan forenklas till
2|A|+2|B| +2|C| —2|ANB|-2|BNC|=2|/CNA] (1)
Sallprincipen for tva av mangderna i taget ger att

|AUB| =|A|+|B|—|AN B
|IBUC| =|B|+|C|—|BnNC|
|ICUA| =|C|+|A] —|CNA|

och lagger vi ihop dessa tre far vi

|JAUB|+|BUC|+ |CUA|=2|A|+2|B|+2|C|—-|AnB|—|BNC|—|CNA|.

4



Om vi l6ser ut 2|A| + 2|B| + 2|C| ur detta och sétter in i (1) far vi att vénsterledet
i den givna identiteten ar lika med

|JAUB|+ |BUC|+ |CUA|—|ANB|—|BNC|—|CNA|.

vilket ar lika med hogerledet. Darmed ar identiteten bevisad.



