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1. Ange kvot och rest vid division av 5 BE med 1F déir bada talen &r angivna i hexa-
decimal form. (3)

Losning: Vi kan anvinda den vanliga algoritmen for division och utféra alla rdkningar

hexadecimalt.
2 F

1F| 5BE
3E

"1DE

1D1

D

dér vi behévt utfora multiplikationerna 2 - 1F och F'- 1F'. Dessa kan utforas i vanliga
uppstéllningar.

1F 1F

2 - Fy
3E 1D1

Svar: Kvoten ér 2F och resten ar D i hexadecimal form. (I decimal form blir det
47 respektive 13.)

2. Bestdm den storsta gemensamma, delaren mellan o4 + 2% + 222 + 2 +1 och 2* + 22 +1
Losning: Vi berdknar den storsta gemensamma delaren med Euklides algoritm.
a2l +r+1 =1 (2t + 22+ )+ ¥+t o
4+l =(@+2) @B+t +r+1
P4+’ +zr =x-(P+z2+1)+0

dér den mellersta raden fas genom foljande polynomdivision:

r +2

2 4+ 22 + x| 2* +2? +1
43 422

23 +1

x
213 +22% 42
2 +x+1
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Den storsta gemensamma delaren ges av den sista icke-forsvinnande resten som i det
hir fallet #r 22 + 2 + 1.

Svar: sgd(z* +2® + 222 + o+ Lzt + 22+ 1) =2 + o + 1 i Zs[z].

3. Bestdm det minsta antal farger som kravs for att kantfarga den bipartita grafen GG
har hornméngd {1,2,3,4,5} U{A, B,C, D, E'} och kantméngd

{1B,1D,1E,2A,2B,2C,3A,3B,3D,4B,4C,4D,5A,5D, 5E}.

(3)
Losning: Det minsta antalet farger som kravs for att farga en bipartit graf ges av
den storsta valensen for nagot horn i grafen. Hornen 1, 2, 3,4 och 5 har alla valens 3,

medan valenserna for hornen A, B, C, D och F ar 3,4, 2,4, 2. Alltsa dr den maximala
valensen 4 och den kréavs fyra farger for att kantfarga G.

Svar: Det krivs 4 farger for att kantfiarga G.

4. De tva permutionerna « och ( ges i tvaradsnotation av

12345 12345
a=| 1 L1 1] s=11 L1 1
52 41 3 415 32

Avgor vilka av permutationerna o~ !, a3 och a?3® som #r udda och vilka som &r
jamna. (3)

Lésning: Vi skriver forst permutationerna med cykelnotation. Vi far o = (1534)(2)
och 5 = (14352). Eftersom en cykel av udda liangd ar jamn och tvértom far vi att a
ar udda och ( jamn.

Inversen av en udda permutation ar udda eftersom sammanséttningen av permuta-
tationen och dess invers skall ge identitetspermutationen som ar jimn. Alltsa #r o'

udda.

Sammanséttningen av en udda permutation med en jamn &r udda, och dérmed &r

af udda.

En jadmn potens av en permutation ar alltid jdimn och alla potenser av jamna per-
mutationer #r jimna. Dirmed dr o?3® jimn.

Svar: Permutationerna o' och af 4r udda medan o3 ir jamn.
5. Den linjara koden C' ges av

C' = {00000000, 01100110, 11001100, 00110011,
11111111,01010101, 10101010, 10011001 }.

Hur manga fel upptécker, respektive riattar, koden C?7 (3)
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Losning: For att avgéra hur manga fel koden upptécker, respektive réattar, behover
vi veta det minimala avstandet §. Eftersom koden i detta fall &r linjir ges o av
den minsta positiva vikten av nagot kodord. Eftersom vikterna for kodorden i C
ar 0,4,4,4,8,4,4,4,4, ar det minimala avstandet § = 4. Koden upptécker tre fel,
eftersom 0 > 3+ 1, men 0 < 4 4+ 1. Den réittar endast ett fel eftersom 6 > 2-1+1,
men 6 < 2-2+41.

Svar: Koden C' upptécker tre fel och rattar ett fel.

6. Pa hur manga sidtt kan man med k farger hornfirga en skog med 36 hérn och 30
kanter? (4)

Losning: En skog bestar av ett antal disjunkta trad. Vi kan vélja ett horn i varje
trad som rot och sedan farga tridden utifran roten. Pa det séttet ser vi att vi har k
valmojligheter for varje rot, men k — 1 val fér varje annat horn.

Vi behover nu veta hur manga rotter skogen har, dvs antalet komponenter. Ett trad
med n hérn har n — 1 kanter. Om skogen har m trad med nq, no,...,n,, horn far vi
da totalt ) ", n; horn och Y~ (n; —1) = (D°1", n;) —m kanter. Eftersom vi nu har
36 horn och 30 kanter maste m = 36 — 30 = 6. Antalet sétt att farga grafen med k
farger blir dirmed £°(k — 1)30.

Svar: En skog med 36 hérn och 30 kanter kan hornfirgas pa k°(k — 1)3° siitt med k

farger.
7. Den genererande funktionen for talfoljden ag, ay, as,... ges av
1+
(1 —22)(1 —4x?)
Bestam ett uttryck for a,,. (4)

Lisning: Eftersom (1 —2x)(1 —42?) = (1 — 2x)?(1 + 2z) kan vi partialbraksuppdela
den genererande funktionen som

1+ A B C

(1—22)(1 —422) (1 —2x)2 * (1—2x) * (1+2x)

Genom att multiplicera med (1 — 2z)? i bada led och sedan sétta in x = 1/2 far vi

1+1/2
A= _1+12 = 3/4.
(1+2-(1/2))
Om vi multiplicerar med (1 4 2z) och sétter in x = —1/2 far vi
1+ (—1/2 1
O R V. R

=2 (—1/2)7 8

och sétter vi slutligen in x = 0 far vi A+ B+C = 1, vilket ger B =1-3/4—1/8 = 1/8.
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Vi kan nu anvénda binomialsatsen for negativa exponenter for att fa

ﬁ _ i ( ‘2.2 ) (—22) = i(—l)i ( Pt ) (—22) — i(i +1)(22)",

=0 =0 1=0
De 6vriga tva termerna ar geometriska serier och vi far

3 1 1 2"
ap = 1(n +1)2" + §2” + é(—2)” = §(6n + 7+ (=1)") =2"36n+ 7+ (—=1)").

Svar: Foljden ges av a,, = 2"73(6n + 7+ (—1)"), fér n > 0.

8. Ett barn har sex klossar i sex olika farger. Pa hur manga sitt kan barnet ligga alla
klossarna i en rad sa att den gula inte hamnar bredvid den bla och inte heller den
grona bredvid den réda? (4)

Losning: Det finns 6! = 720 olika sétt att ligga klossarna i en rad till att borja med.
I en del fall kommer den gula ligga bredvid den bla, i en del fall kommer den réda
ligga bredvid den gréna och i en del fall bade och. Vi anvander sallprincipen for att
rdkna hur manga fall vi ska ta bort.

Antalet fall da den gula ligger bredvid den bla kan vi rdkna genom att forst rakna
de positioner de tva klossarna kan ha, dvs 5. For var och en av dessa finns det tva
ordningar for dessa tva klossar och sedan 4! = 24 olika sétt att lagga de ovriga fyra
klossarna. Detta ger 5 - 2 - 24 = 240 olika sétt.

Antalet fall da den réda ligger bredvid den grona blir av symmetriskél ocksa 240.

Det aterstar att rédkna de fall da bade den gula ligger bredvid den bla och den réda
bredvid den grona. Om den gula och den bla ligger i ena dnden av raden finns det
tre mojliga positioner fér den grona och roda att ligga bredvid varandra pa. Detta
ger 2-2-3-2 olika fall och i var och en av dessa finns 2 mojligheter for de tva sista
klossarna. Alltsa totalt 48 fall. Om den gula och den bla inte ligger i nagon dnda finns
tva mojliga positioner for den roda och den grona att ligga bredvid varandra. Detta
ger 3-2-2-2 =24 fall och aterigen tva mojligheter for de 6vriga tva, vilket totalt
ger 48 fall. Sammanlagt finns 48 + 48 = 96 fall nér bade den gula ligger bredvid den
bla och den réda bredvid den grona.

Enligt sallprincipen far vi att antalet siatt att ligga klossarna sa att varken den gula
hamnar bredvid den bla eller den roda bredvid den grona ér

720 — 240 — 240 4 96 = 336.

Svar: Det gar pa 336 sitt.
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9.

10.

Bestiam 16sningarna till ekvationen 22 4+ z 4 60 = 0 i kroppen Z;. (4)

Losning: For att utfora kvadratkomplettering av andragradsekvationen behover vi
kunna dela med 2. Inversen till 2 kan vi fa genom Euklides algortim som i detta fall
endast ér ett steg, 101 =250+ 1, vilket ger 2- (—50) =1 (mod 101). Vi kan dérfor
skriva om ekvationen som

(z —50)? — (=50)? + 60 = 0

vilket kan forenklas till
(z — 50)% = 2440

Eftersom 2440 = 24 - 101 + 16, &ar detta detsamma som
(z — 50)* = 16.

Eftersom ett element kan ha hogst tva kvadratrotter i en kropp och vi vet att 42 = 16
och (—4)? = 16 far vi att 16sningarna ges av z = 50 &+ /16 = 50 & 4, dvs x = 46 och
r = 4.

Svar: Losningarna till ekvationen ar x = 46 och x = 54 1 Z¢;.

For ett primtal p kan vi for varje positivt heltal a definiera en funktion f, : Z, — Z,
genom f,(z) = 2 for alla x i Z,,. Avgor for vilka virden pa a som funktionen f, &r
surjektiv. (4)

Losning: Att funktionen ar surjektiv ar i det hér fallet samma sak som att den ar
injektiv och bijektiv, eftersom den gar fran fran en dndlig méngd till samma &ndliga
méngd.

Eftersom f,(0) = 0 och f,(x) # 0 om x # 0 réicker det att avgéra nér funktionen &r
bijektiv fran Zj till Z.

Enligt Fermats lilla sats har vi att 27~! = 1 for alla x i Z;. Detta betyder att
gHP=DH = g for alla x 1 Z7 och didrmed &r f, bijektiv om a = k(p — 1) + 1, eftersom
fa da &r identitetsfunktionen. Vi har emellertid ocksa att f, o f, = f., och darmed
kommer f, att vara inverterbar, och ddarmed surjektiv, om a &r inverterbart modulo
p—1,dvs om sgd(a,p— 1) = 1.

Vi skall nu forsoka visa att f, inte &r surjektiv om sgd(a,p — 1) # 1. Antag att det
finns en gemensam delare k£ > 1 mellan a och p — 1. Da finns det ett positivt heltal
m = (p—1)/k sa att am = (a/k)(p — 1) &r delbart med p — 1 och m < p — 1. Vi har
da att f,(z™) = a®™ = z®~Ve/k = 19/F = 1 for alla x i Z3. Om nu f, var bijektiv,
skulle detta innebéra att z™ = 1 for alla x i Z;, men en polynomekvation av grad
m 6ver en kropp kan inte ha mer &n m rotter, och eftersom m < p — 1 ger detta en
motséigelse. Alltsa kan inte f, vara bijektiv.

Svar: Funktionen f, ar surjektiv precis om a och p — 1 &r relativt prima.



