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1. Bestdm det minsta positiva heltal n sadant att 31n + 13 &r delbart med 27. (3)

Losning: Vi soker det minsta positiva heltal n sa att 31n + 13 = 27k for nagot heltal
k. Skriver vi om det lite far vi den diofantiska ekvationen

27k — 31n = 13.

Med hjalp av Euklides algoritm kan vi forst bestdmma en losning till ekvationen
27k — 31n =1, om n och k saknar gemensamma delare. Vi far

31 =1-27+4
27 =6-4+3
4 =1-3+1

och om vi raknar bakldnges far vi

1 =4-1-3=4—-1(27T—6-4)
—7-4-1-27=7(31—1-27)—1-27
=7.31-8-27

Alltsa &r n = —7 och k = —8 en losning till 27k — 31n = 1. Multiplicerar vi detta
med 13 far vi en 16sning till 27k — 31n = 13 som n = —91, k = —104. Eftersom
31 och 27 ar relativt prima ges nu den allménna l6sningen av n = 27m — 91 och
k = 31m — 104, dir m &r ett godtyckligt heltal. Det minsta positiva n fas genom att
véilja m som 4, eftersom 3 - 27 = 81 < 91, och 27-4 — 91 = 108 — 91 = 17.

Svar: n = 17 4r det minsta positiva heltal sadant att 31n + 13 ar delbart med 27.

2. Den booleska funktionen f ges av f(z,y,z) = (z + y)z + zy. Skriv f och f pa
disjunktiv normalform. (3)

Losning: En funktion befinner sig pa disjunktiv normalform om den bestar av en
summa av produkter, som alla bestar av lika manga termer som antalet ingaende
variabler, i detta fall tre. Varje term svarar mot en tilldelning av vérden till variab-
lerna. Exempelvis svarar zyZz mot att funktionen &r 1 om z = 1, y = 1 och z = 0.

0.
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Vi far

flz,y,2) =(x+y)z+zy =xz+yz +ay
= zz2(y +9) +yz(z + 1) + 2y(z + 2)
=Yz + Yz + Yz + TYZ + rY2 + Y2
=Yz + TYz + TYZ + TYZ.

Funktionen f utgérs av komplementet till f, det vill séiga de termer som inte var med
i f. Dessa ges av

f(z,y,2) = 2yz + Tyz + vyzz + TYZ.

Svar: f(r,y,z) = 2yz + xyz + Tyz + 2yz och f(x,y,2) = 2§z + Tyz + Y2 + TYZ.

3. Mlustrera metoden med successiv kvadrering genom att beréikna 3%® (mod 77). (3)

Losning: Vi borjar med att skriva exponenten pa bindr form genom att successivt
dividera med tva.

28 =2-1440
14 =2-740
7T =2-3+1
3 =2-1+1
1 =2-0+1

Déarmed ar 11100 den binara formen for 28 som alltsa kan skrivas som 16 +8 +4. Vi
berdknar nu successiva kvadrater av 3 modulo 77.

32 =9 (mod 77)

31 =92=81=4 (mod 77)

3 =42=16 (mod 77)

316 =162=256 =25 (mod 77)

Vi kan nu beriikna 3?8 genom

3% =310t = 95.16.4=400-4=15-4=60 (mod 77).

Svar: Resten vid division av 3% med 77 ar 60.

4. Bestdam samtliga delgrupper av ordning tre i den symmetriska gruppen S;. (3)

Losning: Eftersom 3 dr ett primtal maste samtliga element férutom id i delgruppen
ha ordning 3. Permutationer av ordning 3 bestar av ett antal cykler av lingd 3 och
cykler av lingd 1. Foér en permutation i S; dr summan av cyklernas langd 4, sa
permutationer av ordning 3 bestar av en cykel av ldngd 3 och en cykel av lingd 1.
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[ en permutation (a b ¢)(d) ges dess invers av (a ¢ b)(d). Dessa tva permutatio-
ner bildar tillsammans med id en delgrupp till Sy. Det finns 4 sétt att valja d till
permutationen ovan, och for varje sadant sitt finns bara ett par av permutatio-
ner (a b c¢)(d) och (a ¢ b)(d). Delgrupperna blir saledes {id, (1 2 3)(4), (1 3 2)(4)},
{id, (124)(3), (142)(3)}, {id, (134)(2), (143)(2)}och{id, (234)(1), (243)(1)}.

Svar: Delgrupperna ar {id, (1 2 3)(4), (1 3 2)(4)}, {id, (1 2 4)(3), (1 4 2)(3)},
{id, (13 4)(2), (143)(2)} och {id, (23 4)(1), (24 3)(1)}.

5. Lat G vara en graf med sex hérn som svarar mot de sex sidorna i en kub och vars
kanter svarar mot de par av sidor som har en gemensam kant. Avgér om G har nagon
Eulerviag och om G har nagon Hamiltoncykel. (3)

Losning: Om vi numrerar sidorna i kuben som en téarning och anvdnder motsvarande
numrering for hornen i grafen G far vi kanter mellan alla hérn utom de som svarar
mot motstaende sidor i kuben, dvs inte kanterna 16, 25 och 34. Vi kan hitta en
Hamiltoncykel genom 1,2,3,5,6,4,1. Vi gar da efter kanterna 12, 23, 35, 56, 46 och
14. Eftersom vi hittat en Hamiltoncykel maste grafen vara sammanhéngande och
alla horn har valens fyra, eftersom det bara ar en av de fem mojliga kanterna som
inte &r med i grafen. Alltsa finns en Eulervig, och vi kan ocksa hitta en genom att
fortséitta Hamiltoncykeln med 1,3,6,2,4,5,1. De tolv kanterna i grafen anvinds nu
i ordningen 12,23, 35,56, 45, 14,13, 36, 26, 24,45, 15.

Svar: Grafen har bade en Eulervig och en Hamiltoncykel.

6. Grafen G ges av nedanstaende granntabell. Vilket dr det minsta antalet fiarger som
kréavs for att hornfarga, respektive kantfarga, grafen G7

1 234567

2122114

5 343275

6 4 77 6
5

(4)
Losning: Vi borjar med att titta pa lagre granser for fargningarna. Vi ser att grafen
innehaller en triangel (t.ex. hornen 1, 2 och 5 med kanter mellan sig), sa atminstone
3 farger behovs i hornfargningen. Detta for att samtliga horn i triangeln maste férgas
med olika farger. Vi ser d&ven att horn 2 har valens 4, sa kantfargningen kraver minst
4 farger. Detta for att samtliga kanter utgaende fran detta horn maste ha olika férg.

For att demonstrera att det racker med tre respektive fyra farger ger vi exempel pa
sadana fargningar.

En variant for hornfargning ges av hoérn 2 rott, horn 1, 3, 7 bla och horn 4, 5, 6
gula. Det &r en tillaten hornfigning eftersom kanterna (1 3), (1 7) och (3 7) inte
forekommer och inte heller kanterna (4 5), (4 6) och (5 6).
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En kantfirgning ges av (2 5), (3 4), (6 7) roda, (1 2),(4 7) svarta, (1 6),(2 4),(57)
gredelina och (1 5), (2 3) chockrosa. Kantfargningen ar tillaten eftersom samma horn
inte forekommer flera ganger i listan 6ver kanter med en given farg.

Svar: 3 respektive 4 farger.
7. Lat m = 136542 och 0 = 216354 vara tva permutationer i Sg angivna i enradsnotation.

(a) Visa att m och o ar konjugerade genom att bestimma en permutation 7 sadan
att 77 = 70.

(b) Hur manga permutationer 7 i Sg uppfyller 77 = 707

(4)
Losning: Vi skriver forst permutationerna pa cykelnotation genom att folja elementen
och far m = (1)(236)(45) och o = (12)(364)(5). Permutationerna &r konjugerade
eftersom de har samma typ [123] och vi kan vilja 7 genom att avbilda de olika
cyklerna i o pa motsvarande cykel i 7. Vi far da exempelvis 7(1) = 4, 7(2) = 5,
7(3) =2,7(4) =6, 7(5) = 1 och 7(6) = 3. Vi kan verifiera att 77 = (15)(24)(3)(6) =
TO.
Eftersom 7 maste avbilda cykler i ¢ pa cykler av samma lingd i m och det inte
finns tva cykler av samma ldngd i ¢ har vi inget val for 7(5), men tva val for 7(1),

namligen 4 eller 5, och tre val for 7(3), ndmligen 2, 3 eller 6. Nér vi vél bestamt 7(5),
7(1) och 7(3) &r resterande vérden helt bestamda. Vi far 7(2) = 7(o(1)) = 7(7(1)),

7(6) = 7(0(3)) = w(7(3)) och 7(4) = 7(c(6)) = 7(7(6)) = w(x((3))).
Vi far alltsa 1 -2 - 3 = 6 olika mojliga 7.
Svar: Det finns 6 olika 7 som uppfyller 77 = 70.
8. Lat a och b vara element i en abelsk (kommutativ) grupp och antag att ordningarna
for a och b dr m respektive n. Visa att ordningen fér ab ar en delare i
mn
sgd(m,n)
och visa dessutom genom ett exempel att detta inte behdver gélla om gruppen inte
ar abelsk. (4)
Losning: Satt
mn

d=—""
sgd(m, n)

Eftersom sgd(m,n) delar savdl m som n &r k = m/sgd(m,n) och | = n/sgd(m,n)
heltal. Vi far darfor att

(ab)? = a’b? = "™ = id - id = id,
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10.

det vill siiga ordningen for ab delar d, ty om sa inte vore fallet skulle (ab)? # id.
Vi betraktar nu de icke-abelska gruppen Ss. Lat a = (1 2) och b = (2 3). Vi far att
ab=(12)(23)=(123)

och darmed har ab ordning 3 medan

mn _2-2_2
sgd(m,n) 2 7

Eftersom 3 inte delar 2 foljer att S5 inte ar abelsk.

. Visa att ett positivt heltal ar delbart med tre om och endast om dess siffersumma ar

delbar med tre nér talet skrivs i hexadecimal form. Exempelvis 4r den hexadecimala
formen for tjugoett 15 och vi far da siffersumman 1 + 5 = 6, vilken &r delbar med
tre. (4)

Lisning: Betrakta talet ¥ = (z,2p_1...7120)16 = T,16™ + 2, 116" 71 ... 2116 + z0.
Dess siffersumma ar x,, + x,—1 + ...+ x1 + xo. Vi rdknar nu modulo 3. Da fas

T — zn:xk = zn::vkwk - zn:xk = zn:xk — zn:xk =0 (mod 3)
k=0 k=0 k=0 k=0 k=0

eftersom 16" = 1* = 1 (mod 3) for alla heltal k. Detta innebir i klartext att 3 delar
T — Y r Ty, vilket &r ekvivalent med att z &r delbar med 3 om och endast om
siffersumman &r delbar med 3.

Svar:
Med en linjar kod C av ldngd fem som rittar ett fel har féljande bitstrom mottagits:

1011000100001111111011001.

Rétta meddelandet om det uppstatt sa fa fel som mgjligt. Detta &r ett rimligt anta-
gande om storningen &r relativt liten, exempelvis om sannolikheten for fel i en given
bit dr en hundradel. (4)

Losning: Forst anvinder vi Starpackningssatsen for att bestdmma vilken dimension
koden kan ha. Vi har att |C](1 +5) < 2° = 32, vilket ger |C| < 5. Eftersom en linjér
kod av dimension k har 2% kodord far vi att k &r 0, 1, eller 2 och det finns maximalt
fyra olika kodord, varav ett dar 00000. Vi har mottagit fem olika ord, varav inget &r
00000, och ddrmed maste det uppstatt fel i minst tva ord. Vi antar déarfor forst att
det uppstatt precis tva fel. Da kan de inte ha uppstatt i samma ord, eftersom minst
tva ord ar felaktiga. Alltsa har vi hogst ett fel i varje ord.

Det andra mottagna ordet ar 00100. Eftersom koden skall kunna rétta ett fel, och
det uppstatt hogst ett fel i detta ord maste det riktiga ordet vara 00000, som &r ett
kodord.



Tentamen i 5B1118 Diskret matematik 5p den 11 april, 2002 — Lésningsforslag 6

Det aterstar ett fel och fyra nollskilda ord. Vi jamfor orden med varandra och ser att
avstandet mellan det forsta och det fjarde ordet ar 1, varfor nagot av dem maste vara
fel. (I en kod som réttar ett fel 4r minsta avstandet minst 3.) Om vi jamfor dessa
tva med de 6vriga ser vi att avstandet mellan det forsta och det tredje &ar tva. Alltsa
maste det vara det forsta som &r fel. Vi har nu kvar tre nollskilds ord, 00111, 11110
och 11001. Vi ser att det tredje av dessa dr summan av de tva forsta och darmed
bildar de fyra orden 00000, 00111, 11110 och 11001 en linjir kod. Denna rattar ett
fel eftersom minsta vikten av ett nollskilt ord &r tre.

Svar: Det korrigerade meddelandet lyder 1111000000001111111011001.



