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1. Anvind induktion for att visa att 8 delar (2n + 1)? — 1 for alla n > 0. (3)

Lisning: Viborjar med basfallet, det vill sigan = 0. Da fas (2n+1)>—-1=1-1=0
och 8 delar som bekant 0.

Nu till induktionssteget. Vi antar att pastaendet stammer for n = k och avser visa
det for n = k + 1. Vi ska alltsa visa att 8 delar (2(k + 1) +1)? — 1. Men

(2(k+1)+1)°—1 = ((2k+1)4+2)°—1 = (2k+1)*+4(2k+1)+4—1 = (2k+1)*—1+8(k+1).

Eftersom vi antagit att 8 delar (2k 4+ 1)® — 1 star det nu klart att 8 delar (2(k +1) +
1)? — 1. Enligt induktionsprincipen #r det ursprungliga pastaendet visat.

2. Finns det en uppséttning delméngder av S = {1,2,3,4,5,6} sadana att alla har fyra
element och att varje element i S férekommer i precis sex av delméngderna? (3)

Losning: Om det finns en sadan uppséttning av delméngder maste det vara nio styc-
ken Detta kan vi se genom att rdkna par av element och delméngder som innehaller
elementet. Vi far 6-6 = 36 par eftersom varje element ligger i sex delméngder och ef-
tersom varje delméingd innehaller fyra element maste det vara 36/4 = 9 delméngder.
For att fa det lattare att konstruera en uppséttning av nio delméngder med fyra
element kan vi se pa komplementen till médngderna. Dessa innehaller nu bara tva
element var och vi vill att varje element skall féorekomma i tre av komplementen, ef-
tersom 9 — 6 = 3. Vi later elementen vara rader och komplementen till delmédngderna
vara kolonner i en tabell. Vi kan exempelvis fylla tabellen sa hér

1 2 3 4 5 6 7 8 9
1| x X X
2] x X X
3 X X X
4 X X X
5! X X X
6 X X X

Genom att rdkna antalet kryss i varje rad och varje kolonn kan vi se att vi har tre
i varje rad och tva i varje kolonn. For delmédngderna motsvarar det sex i varje rad
och fyra i varje kolonn, vilket &r precis det vi vill ha. Tabellen svarar mot de nio
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delméngderna {3,4,5,6}, {1,2,5,6}, {1,2,3,4}, {2,4,5,6}, {1,3,4,6}, {1,2,3,5},
{2,3,4,6}, {1,2,4,5} och {1,3,5,6}.

Svar: Det finns sadana delméngder, exempelvis {3,4,5,6}, {1,2,5,6}, {1,2,3,4},
{2,4,5,6}, {1,3,4,6}, {1,2,3,5}, {2,3,4,6}, {1,2,4,5} och {1,3,5,6)}.

3. Visa att 129 inte &r ett primtal genom att utfora Fermat-testet med bas 2. (3)
Lisning: Vi ska beriikna 2128 (mod 129). Om detta inte blir 1 vet vi att 129 inte &r
ett primtal. Vi far

218 = (2N .22 = (~1)®.4=4 (mod 129).

Alltsa klarar 129 inte Fermat-testet med bas 2 och kan darmed inte vara ett primtal.

4. Faktorisera polynomet 2% + 223 + x + 1 i irreducibla faktorer i Zz[z]. (3)

Losning: Eftersom 7 &r ett primtal &r Z; en kropp. Vi borjar med att leta efter
irreducibla faktorer av grad ett. Enligt faktorsatsen riacker det att se pa nollstéllena
till polynomet. Vi berdknar polynomets virde i alla sju punkter.

=0'+2-0°4+0+1=1

p(0)

p(1)=1"+2-1341+1=1+2+1+1=5 (mod7)
p(2)=2'42-22+24+1=16+16+2+1=35=0 (mod?7)
p(3)=3"+2-33+3+1=81+54+3+1=139=6 (mod?7)
p(4)=(=3)"+2- (=32 +(-3)+1=81-54—-3+1=25=4 (mod 7)
p(B)=(=2)1+2- (=22 +(-2)+1=16-16—-2+1=-1=6 (mod 7)
p(6)=(—1D)*+2- (=12 +(-1)+1=1-2-1+1=-1=6 (mod 7)

Det finns alltsa en linjir faktor x — 2. Vi dividerar 2% 4+ 223 + 2 + 1 med x — 2 och far

2 +4x? 42 +3
x — 2| 244223 +x +1
=223
43 +z +1
dx3 —a?

22 4x+1

2 =2z
3x +1
3r —6
0

Vi vet redan att kvoten ¢(r) = 23 +4x?+2z+3 inte har nagot nollstille utom maojligen
x = 2. Vi sétter in x = 2 och far

q2)=2°+4-22+243=8+16+2+3=29=1 (mod 7).
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Alltsa finns inga nollstéllen till ¢(x) och eftersom graden &r tre maste det darmed
vara irreducibelt. Faktoriseringen av z* +2x3 4+ +1 dr alltsa (v — 2)(2® + 422 + 2+ 3)

Svar: Faktoriseringen av z* 4 223+ x + 1 i irreducibla faktorer i Z;[x] &r (z —2) (23 +
422 + x + 3).

5. I England bedrivs sedan ldnge en speciall sorts klockringning, dér n olika stdmda
kyrkklockor anviands. Man ringer dessa i sekvenser, dér alla klockor ingar exakt en
gang i varje sekvens (varje sekvens svarar mot en permutation av klockorna). Permu-
tationerna for tva sekvenser i foljd far bara skilja sig at med en granntransposition
(tva element bredvid varandra byter plats). En tillaten f6ljd av sekvenser med tre
klockor ar exempelvis ABC, ACB, CAB, CBA, BCA, BAC. Klockringningen &r slut néar
man hunnit med samtliga permutationer.

Betrakta problemet att finna en sadan foljd av sekvenser, for godtyckligt n. Modellera
detta som ett grafproblem, med permutationerna som horn. Vad svarar en giltig
klockringning mot i grafteoretiska termer? Ar det i allménhet litt att finna en 1osning
till sadana problem? (3)

Losning: Vi skapar en graf med permutationerna som horn. Tva horn ar grannar,
det vill séiga att det gar en kant mellan dem, om dessa permutationer skiljer sig at
med en granntransposition. Vi vill finna en stig i denna graf sadan att varje horn
besoks exakt en gang. Detta kallar vi en Hamiltonstig. Det &r i allménhet ett svart
problem att finna en Hamiltonstig i en graf.

6. Forklara hur en latinsk rektangel kan utvidgas till en latinsk kvadrat med hjélp av
kantfargning av bipartita grafer. Illustrera metoden genom att fylla ut rektangeln

A B C D FE
E A D C B

(4)
Losning: Vi associerar en bipartit graf till den latinska rektangeln genom att infora
hornen {A, B,C, D, E} och {1,2,3,4,5} och kanter mellan hérnen om symbolen inte
star 1 motsvarande kolonn. Vi far da kanterna

{A3, A4, A5, B1, B3, B4,C1,C2,C5, D1, D2, D5, E2, E3, E4}.

Om vi lyckas kantfirga denna graf med tre farger kan vi lata de tre fargerna svara mot
de tre rader som fattas for att rektangeln skall bli en kvadrat. Att samma farg anvénds
precis en gang for varje horn innebér att kvadraten kommer att ha den latinska
egenskapen att varje symbol star precis en gang i varje rad och varje kolonn. Den
ursprungliga rektangeln svarar mot en kantfargning av den komplementéra bipartita
grafen och sammantaget ger det en kantfargning av den fullsténdiga bipartita grafen.
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For att finna en kantfargning av var graf borjar vi med att forsoka med den forsta
fargen. Vi véljer till symbolerna A, B, C, D, E det férsta horn pa motsvarande sida
som fortfarande inte &r upptaget. Vi borjar med A3 och gar vidare med B1, C2, D5
och E4. Vi har nu lyckats med en firg, och den graf som aterstar om vi tar bort dessa
fem kanter ar tvavalent, och kan ddrmed enkelt kantfargas genom att folja cyklerna
och ge kanterna alternerande farger. Vi far da A4 i ena fargen, B4 i andra, osv. De tva
sista fargerna ges av {A4, B3, E2, D1,C5} och {B4, E3, D2,C1, A5}. Den utfyllda
kvadraten blir nu

A B C D FE

E A D C B

B C A FE D

D FE B A C

C D E B A

7. En linjar kod ges av matrisen

0101011
H=|1110001
0110110

Hur manga fel réittar den? Hur manga kodord innehaller den? Om ordet 0110011
mottas, vilket kan vi da anta skickades? (4)

Losning: Koden som ges av H &dr en Hammingkod, eftersom matrisen innehaller
alla mojliga kolonner utom den med enbart nollor. Den rattar darfor ett fel. Antalet
kodord ges av formeln 22" ~"~!, dér » &r antalet rader i matrisen. I detta fall far vi
24 = 16 kodord.

Om vi multiplicerar H pa vektorn (0110011) far vi vektorn (111). Vi letar reda pa
den kolonn som &ar (111), ndmligen den andra. Det innebér att det har blivit fel i
andra positionen i det skickade ordet. Det som skickades var saledes 0010011.

Svar: Koden rattar ett fel och innehaller 16 kodord. Det ord som skickades ar
0010011.

8. Om sex personers namn skrivs pa lappar som slumpvis fordelas till de sex personerna,
sa att alla far var sin, &r sannolikheten att ingen far sitt eget namn 53/144. Bevisa
detta, exempelvis med hjilp av sallprincipen. (4)

Losning: Vi betraktar de 6! = 720 permutationer som fas genom alla majliga sétt att
fordela lapparna. Vi dr ute efter att rdkna de permutationer som saknar fixpunkter
och sedan dela med det totala antalet permutationer. For att ridkna antalet permuta-
tioner utan fixpunkter anvénder vi sallprincipen. Lat A; vara de permutationer som
fixerar i, for ¢ = 1,2,3,4,5,6. Vi vill berdkna kardinaliteten hos komplementet till
unionen av dessa.
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Nér vi anvédnder sallprincipen behover vi kunna berdkna skédrningar av flera A;.
Skérningen av k£ av méngderna bestar av permutationer som fixerar motsvarande
k element. Vi far (6 — k)! olika permutationer som fixerar k givna element eftersom
de resterande 6 — k punkterna far permuteras fritt. Antalet sitt att vélja ut k av
delméngderna ar (2) For att berdkna antalet element i unionen bestammer vi

a1 = |Ay| + |Ag| + |As| + |As| + |As| + |As| = 5!+ (3) = 6! =720

as = [A1 N Ao+ + A5 N Ag| = 4! (§) =24 - 15 = 360

az = [A1 N AN As|+ -+ AN A5 N Ag| =3 (5) =6-20 =120

g =[ANANAsN A+ +[A3N A NA;NAg| =21 (§) =2-15=130
as=[ANANAsNANAs|+ -+ A NA;NANAN A =11 (3) =6
0[6:|A1ﬂA2ﬂA3ﬂA4ﬂA5ﬂA6|:O'(2)211:1

och enligt sallprincipen ar
|AyUAU- - UAg| = a1 —ag+ag—ag+as —ag = 720— 360+ 120 —30+6 — 1 = 455

och antalet element i komplementet till unionen blir 6! — 455 = 720 — 455 = 265.
Eftersom det totala antalet permutationer &r 6! = 720 ar sannolikheten att det blir
en permutation utan fixpunkter 265/720 = 53/144.

Svar:
9. Lat M C {{ay, as,...}|a; € N} vara méngden av foljder {a, as, ...} av naturliga tal

sadana att endast ett éndligt antal element &r nollskilda. Visa med hjilp av Arit-
metikens fundamentalsats att méngden M har samma kardinalitet som de naturliga

talen. (4)
Losning: Enligt aritmetikens fundamenalsats har varje positivt heltal en unik fakto-
risering i primtal. Om vi numrerar primtalen som py, ps, p3, ... kan vi nu uttrycka en
sadan faktorisering som

p‘lllp‘zwpg?ﬁ R

dédr exponenterna forr eller senare alla ar noll. Oservera att det finns ett odndligt
antal primtal, sa p; kommer att vara definierat for alla positiva heltal i.

Vi utnyttjar detta for att fa en bijektion mellan M och de positiva hela talen genom

al, a2 as
ai,2,03,... = Py PaP3” * "

Denna funktion ar injektiv eftersom faktoriseringen &r unik, och den &r surjektiv
eftersom varje positivt heltal har en sadan faktorisering. Vi har ddrmed att M har
samma kardinalitet som de positiva heltalen. Vi kan a andra sidan finna en bijektion
fran de positiva hela talen till de naturliga talen genom att séinda n pa n — 1. Alltsa
finns en bijektion mellan M och de naturliga talen och de har samma kardinalitet.
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10. Vi séger att en permutation 0 = 0105 ...0, innehaller monstret 7 = 775 ... 7, om
vi kan plocka ut element o0;,,04,,...,0;,, dir i1 < iy < ... <1, sa att de &r ordnade
storleksméssigt pa samma sétt som 7. Exempel: permutationen 164523 innehaller
monstret 132 pa flera stéllen, sasom 164523, 164523 och 164523. Den innehaller
ddremot inte monstret 213.

Lat L, vara lingden hos den kortaste permutationen som innehaller alla monster
av langd k. Visa att L, > ’Z—; for stora k genom att visa att kortare permutationer
inte kan innehalla alla monster av langd k, eftersom det inte finns tillrackligt med
delsekvenser i dem. Du far anviinda att k! > /27kF+1/2e=F, (4)

Losning: En permutation av langd L;, innehaller (ka) delsekvenser av langd k. Antalet
permutationer av lingd k ar k!. Vi vill alltsa visa att (ka) < kl'om L < ’Z—;

Vi skriver om (") < k! som Ly(Ly — 1)(Ly — 2)... (L — k + 1) < (k!)%. Eftersom
Lp(Ly, — 1)(Ly —2) ... (L, — k + 1) < L¥ ricker det att visa L < k!. Men
k2
(k|)2 > (\/%kk+1/2e—k)2 _ 27Tk2kz+16—2k: _ ((271_]{:)1/]6_2)]{3‘

e

Déarmed star det klart att om L; < ’Z—; sa ar

Li(Lp =D)Ly —2)... (Ly—k+1) < L¥ < (k—2>k < ((%k)l/’ﬁi—j)k < (k)2

Ly,
k!
()~

det vill séga att



