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KS1

1. Bestdm en 16sning till den diofantiska ekvationen 456n + 347m = 3. (3)

Lésning: Anvénd Euklides algoritm pa 456 och 347. Det ger 156 - 456 — 205 - 347 = 1
och multiplikation med 3 ger en l6sning = 468, y = 615. Ovriga l6sningar fas genom
x =468 — 347k, y = 456k — 205.

2. Formulera aritmetikens fundamentalsats och anvind den for att visa att +/3 inte &r
rationellt, dvs att det inte finns positiva heltal m och n sadana att m/n = /3. (3)

Losning: Aritmetikens fundamentalsats séger att varje positivt heltal har en primtals-
faktorisering som &r unik sanér som pa ordningen av faktorerna. m/n = /3 innebér
att m? = 3n2. Vi kan anta att m och n saknar gemensamma primtalsfaktorer, ef-
tersom vi annars skulle kunnat forkorta m/n. Nu forekommer alla primtalsfaktorer
pa vénster sida ett jamnt antal ganger, medan faktorn 3 férekommer ett udda antal
ganger pa hoger sida. Detta ger en motsigelse och déarfor maste /3 vara irrationellt.

KS 2

1. Hur manga permutationer i Sg har typ [224]? (3)

Lisning: En permutation av typ [224] bestar av tva cykler av lingd tva och en cykel
av langd fyra. Om vi skriver permutationen som (z122)(y1y2)(21222324) ser vi att det
finns 8! sitt att gora detta eftersom alla symboler skall férekomma precis en gang.
Déaremot kommer varje permutation representeras pa flera sétt, eftersom det finns 2
sétt att skriva vardera av de tva tvacyklerna och 4 sétt att skriva fyrcykeln. Dessutom
kan vi byta plats pa de tva tvacyklerna. Detta ger totalt 8!/(2-2-4-2) = 1260
permutationer pa den givna formen.

2. Visa att summan av talen i en rad i Pascals triangel dr 2" {6r nagot n. (3)



Losning: Summan i en rad i Pascals triangel ges av

och enligt binomialsatsen har vi att

(z+y)" = (Z) k.

Med z =y =1 ger detta

kno (Z) = (1+1)" =2

Vi kan ocksa se det rent kombinatoriskt eftersom summan representerar antalet sétt
att véilja ut en delméngd med k element ur en méngd med n element nar k gar éver
alla tal fran 0 till n. Da far vi det totala antalet delmédngder av en méngd med n
element, dvs 2".

KS 3

1. Kryptera meddelandet x = 4 i ett RSA-system med 6ppen nyckel n = 91 och e = 47

(3)

Lésning: Vi behover beréikna F(4) = 4*” modulo 91. Detta kan goras exempelvis med
successiv kvadrering. 42 = 16, 4 = 16 = 256 = —17 (mod 91), 4% = (—17)* = 16
(mod 91), 46 = 162 = —17 (mod 91) och 432 = (—17)? = 16 (mod 91). Till slut far
Vi

AAT = gIT2HAEBE32 = 4 6. (—17)-16-16=4-1-(—17) = —68 =23 (mod 91).

2. Forklara hur man kan anvinda Stirlingtal for att beréikna antalet surjektiva funktio-
ner fran en méngd med n element till en méngd med k element och berdkna detta
antal om n =7 och k = 5. (3)

Losning: Antalet surjektiva funktioner fran en méangd X med n element till en méngd
Y med £ element ges av k!S,, j, eftersom varje surjektiv funktion ger upphov till en
partition av X i k delar, medan alla funktioner som fas fran en given funktion genom
att permutera elementen i Y ger upphov till samma partition.



Speciellt for n = 7 och k = 5 far vi 51575 surjektiva funktioner och vi kan berékna
S7.5 genom rekursionsformeln

Sn,k - Snfl,kfl + kSnfl,k

i uppstéllningen

1
1 1
1 3 1
1 7 6 1
1 15 25 10 1
1 31 90 65 15 1
1 63 301 350 140 21 1

Alltsa finns det 5!- 140 = 120 - 140 = 16800 surjektiva funktioner fran en miangd med
sju element till en méngd med fem element.

KS 4

1. Bestdm den storsta gemensamma delaren mellan 2*+23—22—22+4 och 24422% —z+1
i Zs]x]. (3)

Losning: Med Euklides algoritm fas

ottt -t -2z +4=1-(a*+22° -z +1)— (P +2*+2+2)
42—+ 1=(z4+ 1) (P +2*+2+2)+ 32>+ +4
P +r+2=22+3)32? + 1 +4)

Alltsa dr 322+ +4 den storsta gemensamma delaren mellan z# + 23 — 22 — 22+ 4 och
t+22% — 2+ 11 Zs[z]. Om ledande koefficienten skall vara ett blir det 2% + 2x + 3.

2. Visa att en grupp av ordning fyra maste vara isomorf med Cjy eller Cy x Cs. (3)

Losning: 1 en grupp av ordning fyra maste alla element ha en ordning som &r en
delare i 4 = 2 - 2. Om det finns ett element av ordning fyra &r gruppen cyklisk, och
dédrmed isomorf med Cj4. Annars maste alla element ha ordning 1 eller 2. Eftersom
bara identitetselementet kan ha ordning 1 maste de 6vriga tre elementen ha ordning
2. Om vi kallar elementen for {e,a,b,c} dér e ar identitetselementet far vi genast
foljande partiellt ifyllda grupptabell.
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For de 6vriga positionerna finns nu endast en mojlighet eftersom grupptabellen maste
vara en latinsk kvadrat. Exempelvis maste ab = ¢, eftersom de 6vriga tre elementen
forekommer i samma rad, eller i samma kolonn som ab. Den fullstéindiga grupptabel-

len blir
e a b ¢
ele a b c
ala e ¢ b
bl|b ¢ e a
cle b a e

Alltsa maste alla grupper av ordning fyra som inte &r cykliska vara isomorfa med
varandra och eftersom Cy x (5 dr en sadan grupp éar de isomorfa med Cy x Cs.

KS 5

1. Bestdm antalet kanter i en skog med 117 horn och 13 komponenter. (3)

Losning: En skog med 13 komponenter bestar av 13 disjunkta trad. Ett trad med n
horn har n—1 kanter. Det kan vi se genom induktion, genom att ta bort ett 16v i taget
fran tradet tills det inte finns nagra kanter kvar, men fortfarande ett horn. For varje
trad ar alltsa antalet kanter ett mindre &n antalet horn. Vi far darfor 117 — 13 = 104
kanter i en skog med 13 komponenter.

2. Forklara hur och varfor algoritmen med alternerande stigar fungerar for att hitta en
fullstéandig matchning i en bipartit graf dar Halls kriterium &r uppfyllt. (3)

Losning: Se avsnitt 10.4 i kursboken.



