
Volymberäkning

Problem

Bestäm volymen under ytan z = f(x, y) och innanför det
rektangulära omr̊adet D : a ≤ x ≤ b, c ≤ y ≤ d i x, y-planet.
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Lösning

Dela upp intervallet [a, b] längs x-axeln i m delintervall
[xi, xi+1], och dela upp intervallet [c, d] längs y-axeln i n
delintervall [yj , yj+1].
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Dessa tv̊a indelningar genererar en partition av D i delrek-
tanglar.
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I varje delrektangel väljer vi en punkt pij och approxi-
merar volymen inom delrektangeln med ett rätblock med
höjden f(pij).
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Varje rätblock har volymen

Vij = basarea · höjd = (xi+1 − xi)(yj+1 − yj) · f(pij).

Den totala volymen approximeras av den sammanlagda vo-
lymen av alla rätblock

V ≈
∑

0≤i<m
0≤j<n

(xi+1 − xi)(yj+1 − yj)f(pij).

Om vi l̊ater indelningen av D bli finare, d.v.s. ökar m och n,
s̊a borde vi f̊a en allt bättre approximation av den totala
volymen. I gränsfallet m,n→∞ borde vi ha likhet,

V = lim
m,n→∞

∑
0≤i<m
0≤j<n

(xi+1 − xi)(yj+1 − yj)f(pij).

Över- och undersumma

I varje delrektangel har f ett största värde Mij och ett mins-
ta värde mij .

Som en övre och undre skattning av volymen V bildar vi
över- respektive undersumman

U(f, P ) =
∑

Mij(xi+1 − xi)(yj+1 − yj),

L(f, P ) =
∑

mij(xi+1 − xi)(yj+1 − yj).

Vi har d̊a

L(f, P ) ≤ V ≤ U(f, P ).

Om vi ritar upp de möjliga värden som över- och undersum-
morna kan anta för alla möjliga partitioner P f̊ar vi figuren.

L(P ′) U(P )

möjliga värden
p̊a undersummor

möjliga värden
p̊a översummor

gap

Om gapet mellan över- och undersummor best̊ar av exakt ett
värde I, säger vi att f är integrabel p̊a D och talet I kallas
för den bestämda integralen av f över D och betecknas

I =
∫∫

D

f(x, y) dx dy.



Egenskaper hos dubbelintegraler

Antag att f och g är integrabla och att A, B är konstanter.
D̊a gäller att

•
∫∫

D

f(x, y) dx dy = 0 om D har area 0,

•
∫∫

D

1 dx dy = area(D),

•
∫∫

D

(Af +Bg) = A

∫∫
f +B

∫∫
g (linjäritet)

•
∫∫

D1∪D2

=
∫∫

D1

+
∫∫

D2

om D1, D2 är disjunkta.

(additivitet)

• f ≤ g ⇒
∫∫

f ≤
∫∫

g (monotonicitet)

•
∣∣∣∣∫∫ f

∣∣∣∣ ≤ ∫∫ |f | (triangelolikheten)

Sats Om f är udda i x-led och D är spegelsymmetrisk
kring y-axeln, d̊a är∫∫

D

f(x, y) dx dy = 0.

Iteration av dubbelintegraler
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D
y = h(x)

y = g(x)
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∫∫
D

f(x, y) dx dy =
∫ b

a

dx

∫ h(x)

g(x)

f(x, y) dy
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b
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x = h(y)

x = g(y)
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∫∫
D

f(x, y) dx dy =
∫ b

a

dy

∫ h(y)

g(y)

f(x, y) dx



Generaliserade integraler

Antag att D är ett omr̊ade i x, y-planet.

Uttömmande följd

Betrakta en följd D1, D2, . . . av delmängder av D s̊adana
att

1. varje Dn är begränsad och mätbar (d.v.s.
∫∫

Dn
dx dy

existerar),

2. för varje begränsad delmängd G av D finns ett n s.a.
G ⊂ Dn, och

3. {Dn} är en växande följd, D1 ⊂ D2 ⊂ · · · .

En s̊adan följd sägs tömma ut D.
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Definition

Om gränsvärdet

lim
n→∞

∫∫
Dn

f(x, y) dx dy

existerar (ändligt) och är lika för alla uttömmande följder
{Dn}, s̊a säger vi att den generaliserade dubbelintegralen∫∫

D

f(x, y) dx dy

är konvergent.

Sats Om f ≥ 0 och

lim
n→∞

∫∫
Dn

f(x, y) dx dy

existerar för n̊agon uttömmande följd {Dn}, d̊a är∫∫
D

f(x, y) dx dy

konvergent.

Sats Om f ≥ 0 och n̊agon av integralerna∫∫
f dx dy,

∫
dx

∫
f dy eller

∫
dy

∫
f dx

är konvergent, d̊a är alla tre integraler konvergenta
med samma värde.



Medelvärdessatsen

Om f är kontinuerlig p̊a den slutna, begränsade och
sammanhängande mängden D i x, y-planet, d̊a finns en
punkt (ξ, η) i D s.a.∫∫

D

f(x, y) dx dy = f(ξ, η)
∫∫

D

dx dy.

Medelvärdet av f över D definieras som

f̄ =

∫∫
D

f(x, y) dx dy∫∫
D

dx dy

.
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