Beridkning av massa

Givet en parameterkurva

C: r=r(t) (a <t <b),

och en masstithet (densitet = massa per lingdenhet) o =
o(r(t)) som varierar &ver kurvan.

Vi ska bestamma kurvans totala massa.

Dela in parameterintervallet [a,b] 1 delintervall med
andpunkter {to,t1,...,t,}. Detta ger samtidigt en indel-
ning av parameterkurvan,

I varje kurvstycke approximerar vi kurvan med ett linjestyc-
ke

Om varje linjestycke &r tillrackligt kort kommer densiteten
inte att variera ndmnvért over linjestycket och vi kan ap-
proximera kurvans massa med
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dar L; &r lingden av det i:te linjestycket och o(r;) &r den-
siteten i linjestyckets ena dndpunkt.
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Later vi indelningen av kurvan ga mot 0, d.v.s. n — oo, far
vi kurvans verkliga massa.
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= { Riemannsumma }

b
= / o(r(t))|r(t)| dt.
Uttrycket ds = |7(t)| dt &r baglingdselementet.

Linjeintegralen med avseende pa baglingd
Vi definerar
b
[ ferds= [ s
C a
for nagon parametrisering r = r(t) (a <t < b) av kurvan C.
Sats  Virdet av [ f(r)ds ér oberoende av val av para-
metrisering r = r(t).
Berikning av arbete

Givet en partikel som ror sig langs parameterkurvan

C: r=r(t) (a <t<b).
I planet finns samtidigt ett kraftvektorfalt F'(r).
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Vi ska bestdmma det arbete som kraftfiltet utrattat pa par-
tikeln.

Dela in parameterintervallet [a,b] i delintervall med &nd-
punkter {tg,t1,... ,t,}. Detta ger samtidigt en indelning av
parameterkurvan,

I varje kurvstycke approximerar vi kurvan med ett linjestyc-
ke.
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Om varje linjestycke ar tillrackligt litet kommer kraftfialtet
mer eller mindre vara konstant over linjestycket och det ar-



bete som kraftfialtet utridttat &r approximativt
F(r)
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Det totala arbetet blir approximativt

n—1
W = Z F(r;) - Ar;.
i=0

Later vi indelningen av kurvan ga mot 0, d.v.s. n — oo, far
vi det verkliga arbetet
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= { Riemannsumma }
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= / F(r(t)) - r(t)dt.

Linjeintegral av vektorfalt

Vi definierar

/CF-dr:/abF(r(t))-fi"(t)dt

for nagon parametrisering r = r(t) (a < t < b) av kurvan C.

Sats  Virdet av |, o F' - dr ér oberoende av val av para-
metrisering r = r(t).

Om kurvan C ar sluten brukar man skriva

%F-dr.
c



Linjeintegral av konservativt vektorfalt

Om F ar ett konservativt vektorfalt med potentialen @, da
ar

/ F -dr = ®(p) — ®(q)
C

dér p och ¢ ar kurvan C':s d&ndpunkter.

Bevis Lat r = r(t) (a <t < b) vara en parametrisering
av C. Vi har
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b
= { Kedjeregeln } = / %@(r(t)) dt

=o(r()) — @(r(a)) = 2(p) — 2(q).

Sats

Sats

Om D &r ett Oppet enkelt sammanhingande
omrade, da ar foljande utsagor ekvivalenta

e F' ar konservativi D,

o fo F - dr = 0 for alla slutna kurvor C i D,

e [ F -dr beror bara pa C:s éndpunkter om C
ligger helt inom D.

Om D &r ett Oppet enkelt sammanhingande
omrade, da ar
OF
F konservativ <&  ————— symmetrisk.
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