
Parameterytor

En parameteryta

r = r(u, v) =

x(u, v)
y(u, v)
z(u, v)

 (a ≤ u ≤ b, c ≤ v ≤ d)

beskriver en yta i rummet.
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Till varje (u, v)-värde svarar en punkt p̊a ytan.

u

v

(u, v)

x y

z

r(u, v)

Parameterframställningen av ytan är en avbildning fr̊an pa-
rameterplanet R2 till rummet R3.

Normalvektor till parameterytor

L̊at r = r(u, v) vara en parameteryta, och eu, ev va-
ra basvektorer i parameterplanet. Dessa tv̊a basriktningar,
utg̊aende fr̊an en parameterpunkt (u, v), avbildas med pa-
rametriseringens differential till tv̊a riktningar

dr(eu) och dr(ev)

som är parallella med ytan.
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En normalvektor till planet är

n = dr(eu)× dr(ev).

I vektorform är

dr(eu) =
(
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∂u

∂r
∂v

)(1
0

)
=
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∂u

dr(ev) =
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∂u

∂r
∂v

)(0
1

)
=
∂r

∂v

n =
∂r

∂u
× ∂r

∂v
.



Ytelement

x y

∇f

(x, y)

Niv̊ayta
Om f(x, y, z) = C d̊a ges area-
elementet av

dS =
∣∣∣ ∇f
∂f/∂z

∣∣∣ dx dy.

x

−
(
∂f
∂x ,

∂f
∂y ,−1

)

(x, y)

Funktionsyta
Om z = f(x, y)C d̊a ges areaele-
mentet av

dS =

√
1 +

(∂f
∂x

)2

+
(∂f
∂y

)2

dx dy.

∂r
∂u ×

∂r
∂v Parameteryta

Om r = r(u, v) d̊a ges areaele-
mentet av

dS =
∣∣∣∂r
∂u
× ∂r

∂v

∣∣∣ du dv



Flödesintegraler

Givet en parameteryta

S : r = r(u, v) där (u, v) ∈ D,

och ett hastighetsfält v(r) hos en strömmande vätska.
Hur mycket vätska flödar genom ytan per tidsenhet?

v(r)

S

Svaret är∫∫
S

v · dS =
∫∫

D

v
(
r(u, v)

)
·
(∂r
∂u
× ∂r

∂v

)
du dv.

dS kallas för det vektoriella ytelementet.

Vektoriella ytelement

x y

∇f

(x, y)

Niv̊ayta
Om f(x, y, z) = C d̊a ges det
vektoriella ytelementet av

dS = ± ∇f
∂f/∂z

dx dy.
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−
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)
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Funktionsyta
Om z = f(x, y) d̊a ges det vek-
toriella ytelementet av

dS = ±
(∂f
∂x
,
∂f

∂y
,−1

)
dx dy.

∂r
∂u ×

∂r
∂v Parameteryta

Om r = r(u, v) d̊a ges det vek-
toriella ytelementet av

dS = ±∂r
∂u
× ∂r

∂v
du dv
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