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Nagra ord pa vigen

Detta kompendium &r skrivet for att anvindas som litteratur till KTHsS MA-
TEMATISKA CIRKEL under lasaret 20062007 och bestar av sju avsnitt. Kom-
pendiet &r inte tdnkt att lidsas enbart pa egen hand, utan ska ses som ett
skriftligt komplement till undervisningen pa de sju triffarna.

Som den mesta matematik pa hogre niva &dr kompendiet kompakt skrivet.
Detta innebér att man i allménhet inte kan ldsa det som en vanlig bok. Istéllet
bor man prova nya satser och definitioner genom att pa egen hand exemplifiera.
Dérmed uppnar man oftast en mycket battre forstaelse av vad dessa satser och
deras bevis gar ut pa.

Ovningsuppgifterna #r fordelade i tva kategorier. De med udda nummer har
facit, och syftet med dessa dr att eleverna ska kunna rikna dem och pa egen
hand kontrollera att de forstatt materialet. De med jimna nummer saknar
facit och kan anvindas som examination. Det rekommenderas dock att man
forsoker 16sa dven dessa uppgifter &ven om man inte examineras pa dem. Om
man kor fast kan man alltid fraga en kompis, en ldrare pa sin skola eller nagon
av o0ss.

Vi bor ocksa ndmna att fa av uppgifterna dr helt enkla. Kika déarfor inte i
facit efter nagra fa minuter (om du inte 16st uppgiften), utan prata férst med
kompisar eller forsok litet till. Alla uppgifter ska ga att 16sa med hjilp av
informationen i detta kompendium.

KTHs Matematiska Cirkel finasieras av Marianne och Marcus Wallenbergs
Stiftelse. Vi tackar Dan Laksov och Roy Skjelnes, bada fran Institutionen for
Matematik vid KTH, for deras givande kommentarer om denna skrift.



Nagra ord om Cirkeln

KTHs Matematiska Cirkel, i dagligt tal bendmnd Cirkeln, startade 1999.
Dess ambition &r att sprida kunskap om matematiken och dess anvéndnings-
omraden uttver vad eleverna far genom gymnasiekurser, och att etablera
ett ndrmare samarbete mellan gymnasieskolan och hogskolan. Cirkeln skall
sarskilt stimulera elevernas matematikintresse och inspirera dem till fortsat-
ta naturvetenskapliga studier. Lirarna pa cirkeln kan vid behov ge eleverna
forslag pa d&mnen till projektarbeten vid gymnasiet.

Till varje kurs skrivs ett kompendium som distribueras gratis till eleverna.
Detta material, liksom 6vriga uppgifter om KTHs Matematiska Cirkel, finns
tillgéngligt pa

http://www.math.kth.se/cirkel

Sedan 2001 godkénns Cirkeln av Stockholms Stad som en 50-poéngskurs eller
som matematisk breddning. Det dr upp till varje skola att godkénna Cirkeln
som en kurs och det dr ldrarna fran varje skola som sitter betyg pa kur-
sen. Lérarna &r sjilvklart ocksa vilkomna till Cirkeln och ménga har kommit
Overens med sin egen skola om att fa Cirkeln godkénd som fortbildning eller
som undervisning. Vi vill gdrna understryka att féreldsningarna ér éppna for
alla gymnasieelever och lérare.

Vi har avsiktligt valt materialet for att ge eleverna en inblick i matematisk
teori och tankeséitt och presenterar darfor bade nagra huvudsatser inom varje
omrade och bevisen for dessa resultat. Vi har ocksa som malséttning att bevi-
sa alla satser som anvinds om de inte kan forutséittas bekanta av elever fran
gymnasiet. Detta, och att flera &mnen Ar pa universitetsniva, gor att lararna
och eleverna kan uppleva programmet som tungt, och alltfor langt Gver gym-
nasienivan. Meningen &r emellertid inte att ldrarna och eleverna skall behérska
amnet fullt ut och att lira in det pa samma sétt som gymnasiekurserna. Det
viktigaste &r att eleverna kommer i kontakt med teoretisk matematik och far
en inblick i matematikens visen. Var férhoppning ar att ldrarna med denna
utgangspunkt skall ha léittare att upplysa intresserade elever om KTHs Mate-
matiska Cirkel och 6vertyga skolledarna om vikten av att lata bade elever och
larare delta i programmet.
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Nagra ord om betygssittning

Ett speciellt problem tidigare ar har varit betygssattningen. Detta borde em-
ellertid bara vara ett problem om ldrarna anvénder sig av samma standard som
de gor nér de sétter betyg pa ordinarie gymnasiekurser. Om utgangspunkten
istdllet dr att eleverna skall fa insikt i matematiken genom att ga pa fore-
lasningarna och att eleven gor sitt bésta for att forsta materialet och losa
uppgifterna, blir betygséttningen lédttare. Sjdlvklart betyder det mycket vad
eleverna har lirt av materialet i kursen, men ldrarna kan bara férvinta sig att
ett fatal elever behérskar dmnet fullt ut. I det perspektivet blir det ldtt att
anvédnda de officiella kriterierna:

Godkind: Eleven har viss insikt i de moment som ingar i kursen och kan pa ett
godtagbart sétt redovisa valda delar av kursen savil muntligt som skriftligt.
Detta kan ske genom att eleven haller foredrag infor klassen, redovisar eller
lamnar en rapport till sin matematiklédrare.

Vil godkind: Fleven har god insikt i flera moment fran kursen. Eleven kan
redovisa dessa moment bade skriftligt och muntligt och dessutom uppvisa
16sningar pa problem som givits pa kursen. Detta kan ske genom att eleven
héller foredrag infor klassen, redovisar eller lamnar en rapport till sin mate-
matikldrare.

Mycket wvil godkind: Eleven har mycket god insikt i flera moment av kur-
sen och lamnar skriftliga redovisningar av flera delar av kursen eller ldmnar
16sningar pa problem som givits pa kursen. Detta kan ske genom att eleven
héller foredrag infor klassen, redovisar eller lamnar en rapport till sin mate-
matikldrare.

Det &r ocksa mojligt att skolorna samarbetar, sa elever fran en skola redovisar
eller lamnar rapport for en lédrare i en annan skola.

Forfattarna, augusti 2006

vii



viii



1 Mingdliara

1.1 Maéangder

Lat oss borja med att titta pa nagot av det mest grundléggande i matematiken,
namligen méangder. En méngd ar helt enkelt en samling matematiska objekt.
Matematiska objekt ar ofta tal eller andra méngder och brukar kallas element.
Det enklaste séttet att beskriva en méngd &r att rdkna upp dess element. Ett
sadant exempel ar

A=1{1,3,a,7}. (1.1)

Detta betyder att A dr en méngd som innehaller elementen 1,3,a och 7. Ett
annat sitt att beskriva en méngd dr att skriva {x € D : villkor pa x}. Med
detta menar man méngden av alla element i D som uppfyller de givna villko-
ren. Som exempel tar vi

B={ne{1,2,3,...} : n&r udda} (1.2)

och
C={ye{1,2,3,4} : y> 2}. (1.3)

Mingden B innehaller alla udda positiva heltal, medan C' innehaller alla ele-
ment fran méngden {1,2,3,4} som &r storre dn 2. Alltsa har vi

B=1{1,3,5,7,9,11,...} och C = {3,4}. (1.4)

Vi bryr oss inte om i vilken ordning eller hur manga ganger elementen riknas
upp och dérmed giller till exempel

{1,2,3,4} = {3,1,4,2} = {1,3,3,1,2,4,4,1,3,2,4}. (1.5)

Om A ar en méngd och z &r ett element i méngden A sa skriver vi z € A och
séger att x tillhor A. Exempelvis giller 17 € {n : n #r ett udda heltal} och
b € {a,b,10,3}. Att ett element x inte tillhor méngden A skrivs z ¢ A. Den
tomma méngden innehaller ingenting och betecknas ().

Exempel 1.1.1. Lat A = {4,5,8,4711,12,18} och B = {x € A : = > 10}.
Da dr B = {12,18,4711} medan {z € A : z < 3} = 0. A

Definition 1.1.2. Lat A och B vara méngder. Om alla element i méngden
A ocksa &r element i méngden B sa ségs A vara en delmdngd till B. Detta
betecknas A C B.

Exempel 1.1.3. Méngden {1,a} dr en delmingd till {1,3,a}, eftersom alla
element i {1,a} finns i méngden {1,3,a}. Vi skriver {1,a} C {1, 3,a}. A

Definition 1.1.4. Antag att A och B &r méngder. Unionen av A och B
bestar av de element som ligger i ndgon av méngderna och betecknas A U B.

Snittet av. A och B bestar av de element som ligger i bada méngderna och
betecknas AN B.



Exempel 1.1.5. Lat A = {1,3,5,6} och B = {5,8,3,4711}. Da har vi AUB =
{1,3,5,6,8,4711} och AN B = {3,5}. A

Det ar dags att titta pa nagra viktiga talméngder. Den méngd vi anvéander for
att rakna foremal dr de naturliga talen {0,1,2,3,...}. Denna méngd betecknas
N. Tar vi med negativa tal far vi heltalen Z = {...,-3,-2,-1,0,1,2,3,...}.
Beteckningen kommer fran tyskans zahl som betyder tal. Slutligen beteck-
nar vi med R de reella talen, det vill séiga alla tal pa tallinjen, exempelvis
0,—1,3/2,-527/3,4/2 och 7. Notera att N C Z C R.

Exempel 1.1.6. Vi har att N={n € Z : n > 0}. A

Exempel 1.1.7. Méngden {n € Z : n = 2.k for nagot k € Z} #r méingden
av alla jaimna heltal. Denna méngd kan ocksa skrivas som {2-k : k € Z}, eller
som {...,—4,-2,0,2,4,...}. A

1.2 Funktioner

Innan vi gor en ordentlig definition av vad en funktion &#r kan det vara pa sin
plats att titta pa nagot vilbekant, nimligen en formel som f(z) = 22 + 1.
Detta ér ett exempel pa en funktion. Formeln séger att om vi tar ett tal x € R
s& far vi ett nytt tal f(z) € R genom att gora berdkningen 22+ 1. Mer konkret
kan vi ta talet 2 och fa fram ett nytt tal f(2) = 5. Vi séger att f &r en funktion
fran de reella talen till de reella talen, eftersom bade det vi stoppar in, x, och
det vi far ut, f(z), ar reella tal. Vi brukar beteckna detta med f: R — R.

Definition 1.2.1. Lat X och Y vara méngder. En funktion ¢ : X — Y &r
ett sitt att till varje element a € X tilldela ett vélbestdmt element b € Y. Vi
skriver ¢(a) = b. Vi séiger att a avbildas pa b och att b &r bilden av a.

Anmirkning 1.2.2. Ofta sdger man att ¢ #r en funktion fran X till Y
istéllet for att anvinda beteckningen ¢ : X — Y. Ett vanligt alternativ till
ordet funktion &r avbildning.

Exempel 1.2.3. Betrakta méingderna A = {1,2,3} och B = {2,4,6}. Ett
exempel pa funktion f: A — B ges av f(n) = 2n for n € A. Vi har alltsa att
f(1)=2, f(2) =4 och f(3) =6.

Hir definieras funktionen f av formeln f(n) = 2n, men det dr inte alls
nodvindigt att det finns en formel som beskriver hur funktionen verkar. Om
vi som hér har en funktion fran en dndlig méngd A kan man till exempel
definera funktionen med hjalp av en tabell:

n | f(n)

1 2

o (1.6)
3 6

Till sist, om det vore sa att B = {1,2,3,4,5,6,7} sa skulle fortfarande f vara
en funktion A — B, eftersom elementen f(1), f(2) och f(3) alla tillhér B. A



Exempel 1.2.4. Lat C = {1,3,b,{a,7,13}} och D = {a,{1,3},2}. Dessa
méngder innehaller alltsa bade tal, bokstéver och méingder. Ett exempel pa
avbildning g : C — D ges av

x 9(x)
1 {1,3}
3 a (1.7)
b 2
{a,7,13} | {1,3}

Exempelvis har vi alltsa att g(b) = 2 och ¢({a,7,13}) = {1,3}. Eftersom
méngden {a, 7,13} &r ett element i C' och g dr en funktion fran C till D sa
maste g({a,7,13}) vara ett element i D. Att detta stAmmer ser vi eftersom
9({a,7,13}) = {1, 3} och eftersom méangden {1,3} &r ett element i D. A

Exempel 1.2.5. Lat h(x) = \/z — 23/3. D4 &r h en funktion fran mingden
{z € R : x>0} till R. Vi kan inte lita 2 < 0 eftersom /z inte &r vildefinerat
i detta fall. Déremot skulle vi kunna definiera en funktion A : R — R genom
att lata

ﬁ(x)Z{ﬁ_% . (1.8)

- om z < 0.

Eftersom detta dr en funktion R — R sa kan vi symbolisera funktionen med
grafen:

1.3 Bijektioner

Definition 1.3.1. Lat X och Y vara méngder och f : X — Y en funktion.
Funktionen f ségs vara en injektion om det dr sa att f(z) # f(y) for alla
x,y € X sadana att z # y. Vidare, om det for varje y € Y finns ¢ € X sa
att f(z) =y sa ar f en surjektion. Till sist, om f &r bade en injektion och en
surjektion siger vi att f ar en bijektion.



Lat oss fundera lite pa vad detta betyder. Tag X,Y och f som i ovanstaende
definition. Att f &r en injektion betyder att olika element i X avbildas pa olika
element i Y. Alltsa, om vi har elementen x,y € X som &r olika, det vill séga
x # vy, sa maste f(x) och f(y) vara olika element i Y.

Exempel 1.3.2. Lat X = {1,2,3} och Y = {1,2,3,4,5}. Definiera funktionen
f:X — Y genom f(z) =x+1. Detta ar en injektion, eftersom f(1), f(2) och
f(3) alla &r olika. A

Exempel 1.3.3. Definiera funktionen g : Z — Z genom g(n) = n? for n € Z.
Vi har exempelvis att g(—2) = g(2) = 4, och dérmed &r ¢ inte en injektion. A

Exempel 1.3.4. Lat A = {a,b,c} och B = {b,d}. Eftersom A innehaller 3
element men B bara 2 element sa kan det inte finnas nagon injektion A — B.
Detta kallas Dirichlets ladprincip: Om vi har k stycken lador, och k+1 stycken
bollar, maste minst en lada innehalla minst tva bollar. Hir har vi samma, sak.
Om vi har en funktion h : A — B sa maste antingen b vara bilden av minst
tva element i A eller sa maste d vara det. I varje fall &r h inte en injektion. A

Att f ar en surjektion betyder att varje element i Y &r bilden av nagot element
i X. Alltsa, om y &r ett element 1 Y sa finns det ett element x i X sa att y &r
bilden av z, det vill séga att f(x) =y.

Exempel 1.3.5. Lat A = {a,b,c} och B = {a,c,d}. Betrakta funktionerna
f,g: A — B som ges av tabellen

| fz) | g(2)
byl 4 . (1.9)

Eftersom a = f(c),c = f(a) och d = f(b) sa ar f en surjektion. Ddremot finns
det inte x € A sa att g(x) = d, sa g dr inte en surjektion. A

Exempel 1.3.6. Funktionen i Exempel 1.3.2 &r ingen surjektion, eftersom
det inte finns z € X sadant att f(z) = 1 (och inte heller nagot element som
avbildas pa 5). A

En bijektion ar alltsa en funktion som dr bade en injektion och en surjektion.
Det betyder att varje element i X motsvarar ett och endast ett element i Y,
och tvirtom. Vi parar alltsa ihop elementen i X och Y.

Exempel 1.3.7. Lat A = {10,11,22,4711} och B = {1,2,3,4}. Betrakta
funktionen p : A — B som ges av tabellen

z | p(z)
10 | 4
1| 2 (1.10)
22 | 1
4711| 3




Detta dr en bijektion. Funktionen p parar ihop elementen som 10 <-4, 11 < 2,
22 < 1 och 4711 < 3, sa varje element i A har en motsvarighet i B och
tvértom. Notera att A och B har lika manga element. Detta hidnger ihop med
att det finns en bijektion mellan méngderna, se nedan. A

Exempel 1.3.8. Lat ¢(z) = x — 3 for x € Z. Da dr ¢ en bijektion Z — Z. A

1.4 Inversfunktioner

Betrakta tva (inte nédvindigtvis olika) méangder X och Y, samt en bijektion
f: X — Y. Till varje y € Y finns exakt ett x € X sadant att f(z) = y. Det &r
just detta som utmérker en bijektion. Alltsa kan vi definiera en ny funktion,
g:Y — X genom att lata

g(y) vara det z € X som uppfyller att f(z) =y, (1.11)

for varje y € Y. Notera nu att f(g(y)) =y och att g(f(z)) =« for alla x € X
och y € Y. Nér det ar pa detta sétt brukar vi siga att f och g ar inverser till
varandra. Vi skriver dessutom

g=f1t och f=g" (1.12)

Inversen till en bijektion h : X — Y betecknas alltsd med h~' och uppfyller
h=Y(h(x)) =2 och h(h~!(y)) =y for allax € X och y € Y.

Exempel 1.4.1. Lat X = {1,2,3}, och Y = {2,3,4}. Betrakta bijektionen
¢ : X — Y definierad av ¢(z) = z + 1 for € X. Da har ¢ inversfunktionen
¢~ som uppfyller ¢~1(y) = y — 1 for y € Y. Detta eftersom ¢~ (¢(z)) =
o HNz+1)=(@+1)~1=zoch (¢ (y) =y —1)=(y— 1)+ 1=y for
allax e X ochyeY. A

Det dr nu viktigt att notera att det bara &r bijektioner som har inverser. For
andra funktioner dr det alltid nagot i argumenten ovan som inte stammer. Till
exempel, om en funktion f: X — Y inte &r en injektion sa finns det x,y € X
med = # y men f(z) = f(y). Lat nu z = f(x) = f(y). Om det skulle vara sa
att det fanns en inversfunktion f~! sa skulle den uppfylla bade f~1(z) = =
och f71(2) = y. Men eftersom x # y sa #r detta omojligt.

Sats 1.4.2. Ldit f : X — Y wara en bijektion. Dd dr inversen f~':Y — X
ocksa en bijektion.

Bewvis. Vi visar forst att f~! #r en injektion. Tag u,v € Y med u # v. Lat
r = f~Y(u) och y = f~!(v). D& har vi att f(z) = u och f(y) = v. Antag
att x = y. Da maste u = f(z) = f(y) = v men vi vet att u # v sa detta &r
omdjligt. Alltsa géller x # y. Eftersom u,v € Y var godtyckliga sa visar detta
att £~ (u) # f~1(v) for alla u,v € Y med u # v. Alltsa &r f~! en injektion.

Vidare, tag v € X. Lat u = f(v). Da giller f~!(u) = v. Alltsa finns det for
varje v € X ett u € Y sadant att f~!'(u) = v. Detta betyder att f~! &r en
surjektion.



Nu har det alltsa visats att f ! bade #r en injektion och en surjektion. Alltsa
ar f~! en bijektion. O

1.5 Storlekar pa mingder

Lat X vara en méngd. Om det finns ett heltal n sadant att X innehaller exakt
n element, sa sdgs X vara dndlig. I annat fall sdgs méngden vara odndlig. Om
X é&r en #ndlig méngd sa betecknar vi med | X| antalet element i X. En &ndlig
méngd innehaller alltsa ett dndligt antal element. Bijektioner kan anvindas
for att jamfora dndliga méngder:

Sats 1.5.1. Antag att n och m dr positiva heltal. Lat A vara en mdngd som
innehaller n element och B en mdngd som innehdller m element. Da har vi
att n =m om och endast om det finns en bijektion mellan A och B.

Vi bevisar inte denna sats hér. Men det ar en limplig 6vning for den intresse-
rade ldsaren.

Att det finns en bijektion mellan tva dndliga méngder &r alltsa precis vad vi
menar med att de innehaller lika manga element. Men hur ar det med odndliga
méngder? Jo, det visar sig att odndliga méngder kan vara olika stora. Lite 16st
kan man séga att det finns olika stora odndligheter.

Exempel 1.5.2. Betrakta de oéndliga méangderna N, Z och R. Det &r litt
att hitta en bijektion mellan N och Z, och darfor anser vi att de &ar lika stora,
trots att N ar en delméngd till Z och att det finns element i Z som inte tillhor
N. Betrakta till exempel funktionen
b(n) = {—n/2 om n %r jamnt (1.13)
(n+1)/2 om n dr udda

fran N till Z. Vi har att ¢(0) = 0,¢(1) = 1,¢(2) = —1,¢(3) = 2,¢(4) = —2
och sa vidare. Notera att alla tal i Z kommer med i denna upprikning, och
alltsa &r ¢ en surjektion. Vidare ser vi att om n,m € N och n # m sa &r
o(n) # ¢(m), och ddrmed dr ¢ en injektion. Alltsa &r ¢ ett exempel pa en
bijektion N — Z.

Déremot kan man visa att det inte finns nagon bijektion N — R. Detta visades
i forra arets Cirkel. Det finns gott om injektioner, men inga surjektioner, och
dérfor inga bijektioner, fran N till R. For vissa kénns detta helt naturligt,
for andra valdigt konstigt, men s& ar det i alla fall. Vi brukar forklara detta
fenomen med att R &ar storre &n N, fast de bada &r odndliga. A



Ovning 1.1. Lat A = {1,2,3,4,...}, B={1,3,5,7,...}, C = {2,4,6,8,...}
och D ={1,4,19,36,101}. Bestdm méngderna

1. BUC,

2. BNnC,

3. DnC,

4. {x € D : z € B},

5. {r € A: x =y+1 for nagot y € D},
6. {x+1:2zeD}.

Ovning 1.2. Lat X = {0,2,4,...} och definiera en funktion f : X — Z
genom f(n) =n/2. Visa att f dr en injektion men ingen surjektion.

Ovning 1.3. Lat f(n) =n—3 fér n € Z. Visa att f : Z — 7Z ér en surjektion.

Ovning 1.4. Lat X vara en mingd och definiera funktionen ¢ : X — X
genom att lata ¥ (z) = x for alla x € X. Visa att ¢ &r en bijektion.



2 Grupper

2.1 Binira operationer

Lat X vara en méngd. Vi definierar nu den kartesiska kvadraten av X som
méngden {(z,y) : z,y € X}. Den kartesiska produkten bestar alltsa av alla
ordnade par (x,y), dir x,y € X. Vi betecknar den kartesiska kvadraten med
X x X eller X2

Anméirkning 2.1.1. Om z,y € X och = # y sa ar (x,y) och (y,x) olika
element. Har har alltsa ordningen pa elementen betydelse. Vidare &r det helt
tillatet att z = y.

Exempel 2.1.2. Lat A = {1,2,3}. Da giller

A% ={(1,1),(1,2),(1,3),(2,1),(2,2),(2,3), (3,1),(3,2), (3,3)}. (2.1)

For att fortydliga den ovanstaende anmérkningen, notera exempelvis att (1,2) #
(2,1) och att (1,1) € A2

Vi ser att A2 innehaller 9 element. Allmént géller att om X &r en #indlig méngd
med n element, sa finns det n? element pa mingden X?2. A

Exempel 2.1.3. Vi ser att ZxZ innehaller element som (0, 0), (0,1), (—3,4711)
och (35, —2). A

Definition 2.1.4. Lat X vara en méangd. En bindr operation B pa X &r en
funktion B: X x X — X. Om z,y € X och B &r en binér operation pa X sa
skriver vi x By istéllet for B((x,y)).

Exempel 2.1.5. Lat X = {a,c}. Da dr X x X = {(a,a), (a,b), (b,a), (b,b)}.
Betrakta funktionen B : X x X — X som ges av

¢ [BE©
(a,a) | b
(a,b) | a (2.2)
(b,a) | b
b,b) | b

Detta &r alltsa en binér operation. Vi ser exempelvis att aBb = a. Ett mer
naturligt sédtt att beskriva denna binéra operation dr genom foljande opera-
tionstabell:

Bla b
al|lb a (2.3)
b|b b

Ur denna tabell laser vi att aBa = b, aBb = a, bBa = b och bBb = b. Det vill
siga, radindexet x star till vinster om B i xBy och kolumnindexet y star till
hoger om B. Notera att aBb # bBa i detta exempel, och att det ddrmed &r
extra viktigt hur man laser tabellen. A



Exempel 2.1.6. For reella tal = och y, 1t x oy = 22 — 3y3. D4 #r o en binér
operation pa méngden R. A

Exempel 2.1.7. Addition &r en binér operation pa méngden Z. Vi vet ju att
n+m € Z for alla n,m € Z. Vi kan alltsa se addition som en funktion

+:7% > 7. (2.4)

Hér &r det vildigt naturligt att skriva n+m istéllet for +((n,m)). Pa samma
sitt dr multiplikation en binér operation i Z. Har ser vi ocksa det naturliga
i att beskriva en bindr operation med en operationstabell, i detta fall (ett
urklipp ur) multiplikationstabellen:

/-1 0 1 2 3

-1 1 0 -1 -2 -3

o, 0o 0o 0o 0 O
11-1 0 1 2 3 (2:5)

2|-2 0 2 4 6

3|-3 0 3 6 9
A

2.2 Grupper

Nu dr det dags att introducera grupper. Grupper dr nagot som férekommer
overallt i matematiken. En grupp &r en méngd med en bindr operation som
uppfyller nagra fa grundlaggande villkor. Tanken med gruppteori ar att utifran
dessa enkla villkor, som sa manga olika saker har gemensamt, kunna hérleda en
méngd anvindbara egenskaper en gang for alla. Vi borjar med den abstrakta
definitionen, och fortsétter sedan med exempel.

Definition 2.2.1. Lat G vara en méngd. Antag att det finns en binér ope-
ration o pa méngden G. Den uppfyller, liksom alla binéra operationer pa G,
att x oy € G for alla x,y € G. Vi séger att G &r sluten under operationen o.
Antag ocksa foljande:

1. Vi har att x o (yo z) = (xoy) oz for alla x,y,2z € G. Vi séger att
operationen o ar associativ i G.

2. Det finns ett element e € G som uppfyller att x o e = e o x = x for alla
z € (. Detta element kallas for en identitet eller ett enhetselement i G.

3. For varje element = € G finns ett element 2~ € G sadant att zoz™! =

1oz = e. Elementet ! kallas en invers till .

Da séger vi att G med operationen o dr en grupp. Egenskaperna 1 — 3 kallas
for gruppaxiomen. For att podngtera att det &r med operationen o som G &r
en grupp, sa brukar man ibland beteckna gruppen med (G, o).



Exempel 2.2.2. Det mest naturliga exemplet pa en grupp &r heltalen Z med
operationen +. Att addition &r en binir operation har vi redan diskuterat,
och det &r villkdnt att = + (y + 2) = (z + y) + 2 for alla heltal x,y, z. Vad
dr da en identitet hos heltalen? Jo, helt enkelt talet 0. Det uppfyller ju att
x+0=0+2x =z for alla heltal x. Till sist, en invers till ett tal x € Z &r
—z eftersom x + (—x) = (—x) + 2z = 0. Vi siitter alltsi 2~ = —z och ser att
r+arl=2"l4+2=0. A

Exempel 2.2.3. De naturliga talen N med operationen + &r inte en grupp. De
uppfyller visserligen 1 och 2 i Definition 2.2.1, men inte 3, eftersom elementen
—1,—-2,-3,... inte tillhér mangden N. A

Exempel 2.2.4. De reella talen med addition &r en grupp. Talet 0 &r en
identitet och en invers till z ges av —z. A

Exempel 2.2.5. Lat G = {z € R : = # 0}. Méngden G innehaller alltsa alla
reella tal férutom 0, och betecknas ofta R\ {0}. Det visar sig att denna méngd
ar en grupp med vanlig multiplikation av tal som operation.

Att multiplikation av tal dr en associativ binér operation pa méngden G &r
klart. I denna méngd &r det talet 1 som fungerar som en identitet. Vi har ju
att z-1=1-2 =z for alla x € G. Till sist, for x € G dr en invers 2! = 1/x.
Detta eftersom = - (1/z) = (1/x) - x = 1.

Att en invers till z &r 1/2 dr forklaringen till att vi maste ta bort talet 0 fran
de reella talen for att fa en grupp under multiplikation. Det gar ju inte att
dividera med O.

Jamfor denna grupp med gruppen i Exempel 2.2.4. Vi ser att de reella talen
har tva olika naturliga gruppstrukturer. Dels den additiva gruppen R med
operationen +, dels den multiplikativa gruppen R\ {0} med operationen -. Vi
brukar ocksa séga att 0 dr en additiv identitet i R och att 1 &r en multiplikativ
idenititet i R. P4 samma satt sdger vi att en additiv invers till talet = &r —x
och att en multiplikativ invers till z &r 1/x.

Slutligen kan vi notera att heltalen Z inte har nagon multiplikativ grupp.
Heltalen &r en grupp under addition (se Exempel 2.2.2). Men heltalen &r inte
en grupp under multiplikation, inte ens om vi tar bort talet 0, eftersom 1/x
inte &dr ett heltal for andra heltal &n 1 och —1. Det krévs ju att en invers till
ett element i en grupp ocksa tillhor gruppen. A

Exempel 2.2.6. Lat X = {a,b}. Definiera en binér operation o pa X genom
tabellen

(2.6)

Q
S Q|e
SIS R~




Lat oss visa att X med operationen o &r en grupp. Vi har att

ao(aoca)=aoca=(aca)oa
ao(aob)=aob=(aoca)ob
ao(boa)=aob=b=boa=(aob)oa
ao(bob)=aoca=a=bob=(aob)ob

(2.7)
bo(aoa)
bo(aob)=bob=(boa)obd
bo(boa)=bob=a=aoa=(bob)oa
)

bo(bob)=boa=b=aob=(bob)ob.

=boa=(boa)oa

Alltsa géller (zroy)oz =z o (yoz) for alla x,y,z € X, sa operationen o &r
associativ. Vi ser ocksa att

aoca=a och aob=boa=h. (2.8)

Alltsa géller x oa = aox = z for alla x € X. Det betyder att elementet a
ar en identitet 1 X. Till sist, eftersom a oa = a och bob = a, sa ser vi att
bada elementen a och b har inverser. I sjélva verket har vi att = = a och att
bl =0 A

2.3 Egenskaper for grupper

Definition 2.3.1. Om gruppen G é&r en dndlig méngd, det vill sdga innehaller
ett dndligt antal element, sa sédger vi att G ar en dndlig grupp. Vidare, om G &r
en dndlig grupp sa séger vi att antalet element i G ar ordningen av gruppen.
Ordningen av G betecknas |G|.

Exempel 2.3.2. Gruppen X = {a,b} i Exempel 2.2.6 &r en dndlig grupp.
Det &r en grupp av ordning 2. Vi skriver |G| = 2. A

Det visar sig att en hel del av de egenskaper vi kdnner till for exempelvis heltal
eller reella tal kan hérledas for alla grupper endast utifran gruppaxiomen. Hér
foljer nagra sadana egenskaper.

Sats 2.3.3. Lat G wvara en grupp under operationen o. Lat a,b,c € G. Da
gdller foljande:

1. Omaob=aoc sa gdller b= c. Detta kallas for vinstercancellation.

2. FEkvationen
aox=»b (2.9)

har en unik losning, ndmligen = a0 b.
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Bewis.

1. Antag att aob = aoc. Da foljer a ' o (aob) = a~! o (aoc). Anvind
nu att operationen o #r associativ och fa (a='oa)ob = (a7 ' oa)oc.
Eftersom a~!oa = e sa far vi eo b = e o c. Dérmed foljer b = c eftersom
eob=bocheoc=c.

2. Lat oss forst visa att det finns en 16sning till ekvationen. Lat z = a~!ob.
Da giller

aor=ao(atob)=(aca)ob=cob=b. (2.10)

Alltsa har ekvationen minst en l16sning, nimligen x = a~! o b.

Vidare, antag att bade x och & &r 16sningar till ekvationen, det vill séiga
att aox = b och att a o = b. Da géller a o x = a o & och med hjélp av
vénstercancellation far vi att = Z. Alltsa finns det bara en 16sning till
ekvationen. O

Anmirkning 2.3.4. Att ekvationen 2x = 3 gar att 16sa och har en unik
16sning x = 3/2 vet alla. Detta &r precis ekvation (2.9) i gruppen R\ {0} med
multiplikation. Precis som i det ovanstaende beviset #r 16sningen z = 271 . 3.

Anmirkning 2.3.5. Pa liknande sétt som i Sats 2.3.3 kan man visa att
hdgercancellation géller, det vill séiga att om aoc = boc sa giller a = b. Vidare
kan man, ocksa pa liknande sitt som ovan, visa att ekvationen xzoa = b har en
unik 16sning. Det &r en viktig skillnad mellan hoger- och vénstercancellation
samt mellan ekvationen zoa = b och aox = b. Det 4r namligen inte nodvandigt
att oy = yox ien grupp. Vi vet visserligen att det giller exempelvis i
gruppen Z med operationen o = 4, men det finns exempel pa grupper dér det
inte géller; se till exempel Avsnitt 3.1.

Nar vi nu kan anvidnda cancellation och 16sa ekvationer, kan vi bevisa tva
mycket centrala egenskaper hos grupper:

Foljdsats 2.3.6. Lat G med operationen o vara en grupp. Da har G en unik

identitet e. Vidare har varje element a € G en unik invers a=!.

Bevis. Antag att bade e och f #r identitetselement i G. Tag valfritt a €
G. Da géller a = aoe och a = ao f. Alltsa har vi att aoe = a o f och
regeln om vénstercancellation ger oss att e = f. Alltsa finns det bara ett
identitetselement i G.

Vidare, tag a € G. Eftersom en invers x till a 16ser ekvationen a o z = e och
eftersom denna ekvation har en unik 16sning, sé finns det en och endast en
invers o' till elementet a. O

Sats 2.3.7. Lat G vara en grupp med operationen o och lat a,b € G. Da giller
(aob)™=b"toat. (2.11)

Beviset for denna sats ldmnas som 6vning.
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2.4 Isomorfier

Definition 2.4.1. Antag att G &r en grupp med operationen o och att H &r
en grupp med operationen *. Om det finns en bijektion ¢ : G — H sadan att

d(roy) =o¢(x)*xop(y) forallazxz,yeG (2.12)

sa séger vi att G och H ar isomorfa. Avbildningen ¢ kallas for en isomorfi.

Exempel 2.4.2. Lat G = {c¢,d} och H = {0,1}. Definiera de binéra opera-
tionerna o och * via

olec d * |10 1
cld ¢ 0/0 1 (2.13)
dlc d 111 0

Det ar latt att visa att (G,o) och (H,*) dr grupper. Definiera en funktion
¢ : G — H genom ¢(c) =1 och ¢(d) = 0. Uppenbarligen ér detta en bijektion.
Dessutom uppfyller den

Bleoe) = §(d) = 0= 11 = 6(c) * 9(¢)
Bleod) = 6e) = 1= 150 = 6(c) = 6(d)
Bdoc) = Blc) =1 =01 = 6(d) » 6(0) (244
$(dod) = 6(d) = 0 = 00 = p{d) = ().

Alltsa har vi att ¢(zoy) = ¢(x) * ¢(y) for alla z,y € G. Det betyder att ¢ dr
en isomorfi mellan G och H.

Titta nu pa grupperna, och framfor allt pa grupptabellerna, det vill siga de
tabeller som definierar de binéra operationerna for grupperna. Om vi i den
forsta tabellen byter plats raderna och kolumnerna och sedan déper om d till
0 och c till 1 sa far vi den andra tabellen. Alltsa dr G och H samma grupp,
sa nér som pa att vi bytt namn och plats pa elementen. A

Att tva grupper dr isomorfa betyder alltsa att de véisentligen dr samma grupp,
férutom att man eventuellt bytt namn och ordning pa elementen i gruppen.
Grupperna har alltsa precis samma struktur och form, och dérfor betraktar
vi dem som samma. Ordet isomorf kommer fran grekiskans isos (=lika) och
morf (=form).

Ovning 2.1. Lat X och Y vara miingder. Antag att det finns en bijektion
¢: X — Y. Visa att det finns en bijektion X2 — Y?2.

Ovning 2.2. Bevisa Sats 2.3.7.

Ovning 2.3. Lat G vara en grupp med operationen o. I Féljdsats 2.3.6 visades
det att varje element z € G har en unik invers z~!. Goér ett nytt bevis for

detta genom att anvénda vénstercancellation (Sats 2.3.3).
Ovning 2.4. Lat oss anviinda beteckningen 22 = z o z. Lat G vara en grupp

och z,y € G. Antag att (zoy)? =2%0y? Visaatt roy =yox.
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3 Delgrupper och cykliska grupper

3.1 Gruppen Djy

I de exempel pa grupper som vi hittills har sett har gruppoperationen varit
kommutativ, det vill siga att a o b = bo a for alla element a och b i gruppen.
Till exempel sa har vi att a +b = b + a {for alla reella tal a och b. Nu vill vi
visa ett exempel pa en grupp dér gruppoperationen inte dr kommutativ, och
en av de enklaste dr symmetrigruppen for den liksidiga triangeln.

I figuren nedan ser vi en liksidig triangel.

Mangden D3 bestar av de vridningar och vandningar efter vilka triangeln
ser likadan ut som innan. Lat oss till exempel rotera trianglen 120° medurs
kring den axel som gar rakt genom mittpunkten, vinkelrétt mot pappret. Efter
rotationen kommer bilden med triangeln att se precis likadan ut, bortsett
fran att hornen har bytt plats; vi kan &dven rotera 240° utan att triangeln
dndras. Vidare kan vi rotera 180° kring nagon av axlarna 1,2 och 3 utan
att dndra bilden; detta kallas for speglingar. Totalt har vi fem gruppelement:
p, p?, som betecknar rotation med 120° respektive 240° kring mittpunkten,
samt o1, 09,03 som betecknar spegling i axlarna 1,2 repsektive 3. Dessutom
infor vi transformationen e som inte goér nagonting alls med triangeln. Dessa
transformationer kallas for den liksidiga triangelns symmetrier.

Vi kan inféra en binér operation pa symmetrierna med hjilp av sammanséttning.
Alltsa, pooy fas genom att forst spegla triangeln i axel 1 och sedan rotera den
120° kring mittpunkten.

For att visa att detta dr en grupp maste vi forst kontrollera att méngden
{e,p, p?,01,09,03} dr sluten under gruppoperationen, det vill siga att sam-
mansittningen av tva symmetrier lika girna kan goras med endast en av dessa
symmetrier. Lat oss beteckna hérnen i triangeln med a, b, ¢, i medurs riktning.
Innan vi har gjort nagon transformation kan vi alltsa beskriva var hornen
befinner sig med symbolen (abc). Med denna notation verkar symmetrierna
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SOIm

€(abc) = (abe)
p(abc) = (cab)
p?(abc) = (bea) (3.1)
o1(abe) = (ach)
o9(abc) = (cba)
os(abe) = (bac).

Vi beskriver alltsa hur symmetrierna verkar pa triangeln genom att beskriva
var hornen befinner sig. Nu kan vi till exempel berdkna

(pooy)(abe) = p(ach) = (bac) = o3(abc), (3.2)

vilket visar att p o o1 = o3. Pa detta sitta kan vi berdkna alla mojliga sam-
manséttningar och vi far tabellen

o € 14 ,02 o1 02 03

€ € 1% ,02 o1 02 03
2

p P P 03 01 02

N
S

€
pelp € p 02 03 01
01 o1 g9 o3 €
o2 | 02 03 01 P2 € p
o3| 03 01 02 p

Fran tabellen ser vi att det dr naturligt att ha beteckningen p? eftersom pop =
p%. Geometriskt forstar vi detta eftersom en rotation med 240° kan goras med
tva rotationer med 120°.

Genom att inspektera denna tabell sa ser vi att gruppoperationen i allménhet
inte 4r kommutativ; till exempel har vi att

pOO’1:O'37éO'2:0'10p. (33)

Da enhetselementet e finns med pa varje rad i tabellen, sa har varje element en
invers, ndmligen det element som star hogst upp i kolumnen dér e finns. Att
operationen dr associativ kommer vi att diskutera i ett senare kapitel, da vi
talar om permutationer. Naturligtvis gar det att kontrollera associativiteten
direkt fran tabellen ovan, men det skulle innebéra en hel del arbete.

Gruppen som bestar av dessa symmetrier, tillsammans med den binéra ope-
ration som innebédr sammanséittning av transformationer, betecknar vi med
Ds.

3.2 Delgrupper
Néar vi diskuterar méngder talar vi ofta om delméngder, till exempel sa &r

heltalen Z en delmingd till de reella talen R, och pa samma sétt dr det na-
turligt att infora delgrupper. En delgrupp till en grupp G ar en delméngd av
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elementen i G tillsammans med gruppoperationen i G, sa att detta par av
mangd och operation uppfyller gruppaxiomen, det vill séga bildar en grupp.

Vi har tidigare diskuterat att de reella talen R &r en grupp med addition som
gruppoperation. Betrakta nu heltalen Z tillsammans med operationen addi-
tion; ar detta en grupp? Det &r klart att Z &r sluten under addition eftersom
summan av tva heltal &r ett heltal. Vidare sa &r enhetselementet 0 € Z och
slutligen ligger inversen, —n, till ett heltal n i Z. Eftersom addition av reella tal
dr associativ sa dr dven addition av heltal associativ. Alltsa &r Z en delgrupp
till R under addition. Lat oss nu skriva ned en ordentlig definition.

Definition 3.2.1. Lat médngden G med operationen o vara en grupp och antag
att delméngden H C G ér sluten under operationen o, d.v.s. om hy,hy € H
sa dr hy o ho € H. Om H, tillsammans med o, dr en grupp sa siger vi att H
ar en delgrupp till G.

Exempel 3.2.2. Om vi viljer ut elementet ¢ ur gruppen i Exempel 2.2.6, sa
utgor méngden {a} en delgrupp till X. A

Exempel 3.2.3. Genom att inspektera tabellen for Dj, sa ser vi att gruppen
har fyra delgrupper: {e, p, p?}, {€,01}, {€, 02} och {e,03}. A

Som vi noterade i exemplet med heltalen och de reella talen, sa foljer associati-
viteten av att vi vet att operationen redan &r en gruppoperation. Vi kan fraga
oss hur mycket vi dr tvungna att kontrollera for att faststélla att en delméngd
ar en delgrupp. Detta ger foljande sats svar pa.

Sats 3.2.4. Lat G vara en grupp med gruppoperationen o, och lat H vara en
delmdngd till G. Da dr H, tillsammans med o, en grupp om

1. H dr sluten under o,

2. for alla element g € H, sa ligger inversen g~ i H.

Bevis. Lat oss kontrollera alla gruppaxiom. Enligt 1 sa dr H sluten under
gruppoperationen och enligt 2 sa finns inversen till varje element i méangden.
Detta betyder att enhetselementet finns i méngden eftersom givet ett element
h € H sa finns h™' € H och eftersom méngden ér sluten sa maste b1 oh =¢
ligga i H. Det aterstar att visa att o &r associativ. Da o &r associativ for alla
element i G sa maste den ocksa vara associativ for alla element i H, eftersom
varje element i H ocksa &r ett element i G. O

Om gruppen &r éndlig kan vi visa ett resultat som gor det tdmligen enkelt att
avgéra om en delméngd &r den delgrupp.

Sats 3.2.5. Lat G vara en dndlig grupp och antag att H dr en delmdngd till
G. Om H dr sluten under gruppoperationen sa dr H en delgrupp till G.
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Bewvis. Vi antar, enligt satslydelsen, att H &r sluten under gruppoperationen.
Eftersom G &r dndlig sa dr delméngden H #ndlig, och vi kan skriva elementen
i H som

H={hi,ha,... hy}, (3.4)

dér N &ar antalet element i H. Tag nu ett av dessa element i H, till exempel
hi, och skapa méngden

th:{hkohl,hkohg,...,hkoh]\;}, (35)

dér vi har opererat med hy, fran vénster pa alla element i H. D& vi har antagit
att H &r sluten under o s4 maste hiH vara en delméngd till H. Vi vill visa
att hy H = H, och da vi har visat att hyH C H sa riacker det att visa att hpH
har N element.

Antag att hypH har farre &n N element. Det betyder att det finns h;, h; € H
sadana att h; # h; och hih; = hih;. Enligt Sats 2.3.3 kan vi anvinda oss av
vénstercancellation for att erhalla h; = h;, eftersom G 4r en grupp. Men detta
motséger att h; # h; och vi drar slutsatsen att alla element hihy,...,hthy
maste vara olika. Da hyH C H och hiyH har lika manga element som H sa
maste det gélla att hp,H = H.

Eftersom hyH = H sa finns ett element h; € H sadant att hg o h; = hy.
Denna likhet kan vi skriva som hy o h; = hy o e och fran Sats 2.3.3 far vi att
h; = e. Alltsa finns ett enhetselement i H. Med samma resonemang kan vi nu
pasta att det maste finnas ett h; sidant att hy o hj = e, vilket betyder att
h,;l ligger i H. Da hy &r ett godtyckligt element s& betyder det att inversen
till alla element i H ligger i H. Enligt Sats 3.2.4 & H en delgrupp till G. O

Givet en grupp G och ett element g € G sa kan vi stélla fragan om det finns
nagon delgrupp H till G, som innehaller g7 Naturligtvis &r G sjilv en delgrupp
till G, men vi &r intresserade av strikt mindre delgrupper. Det visar sig att det
inte &r sa svart att konstruera den minsta delgrupp som innehaller ett element
g. Lat oss forst infora lite notation som underléttar skrivarbetet. Lat g vara
ett element i en grupp med gruppoperation o; da skriver vi

n

——N—
g"=gogo---og
P =e (3.6)
g " =(g )"

Detta skrivsétt tillater att vi anvéander oss av de vanliga potenslagarna, det
vill sdga att

glogt=g""" (3.7)

Definition 3.2.6. Lat G vara en grupp med gruppoperationen o och lat g € G.
Vi séger att méngden (g) = {g" : n € Z} tillsammans med operationen o dr
den cykliska gruppen genererad av g.
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Vi lamnar som 6vning att visa att (g) verkligen &r en grupp. Vi kan nu visa
foljande resultat.

Sats 3.2.7. Lat G vara en grupp och lat g € G. Da dr (g) den minsta delgrupp
som innehaller elementet g.

Bevis. Lat oss visa att alla delgrupper som innehaller g dven innehaller (g).
Lat H vara en delgrupp och antag att g € H. Eftersom H &r sluten under
gruppoperationen sa maste dven g € H, for alla n > 0. Vidare maste enhets-
elementet finnas i H vilket ger att ¢ = e € H. Slutligen méste fven inversen
g~ ! ligga i H, och eftersom H #r sluten under gruppoperationen s fas att
g~ " € H for alla n > 0. Detta visar att (g) C H for alla delgrupper H som
innehaller g; alltsa dr (¢g) den minsta grupp som innehaller elementet g. O

Det kan mycket vil vara sa att givet ett element g € G sa ér (g) = G. I detta
fall séger vi att gruppen ar cyklisk.

Exempel 3.2.8. Heltalen under addition &r en cyklisk grupp som genereras

av 1, det vill séga att (1) = Z. A
Exempel 3.2.9. Delgruppen {e, p, p?} till D3 &r en cyklisk grupp som gene-
reras av p. A
Om G ér en #ndlig grupp sa kan inte alla element i serien g,g?,¢°,... vara

olika, eftersom G i sadana fall inte vore éndlig. Alltsa maste det finnas tva
olika heltal mq och ms, sddana att g™ = ¢™2. Om vi antar att mo > mq sa
ger detta att

g™ =e. (3.8)

Alltsa, for varje element g i en #éndlig grupp, sa finns det ett heltal m > 0
sadant att ¢"™ = e. Detta gor foljande definition meningsfull.

Definition 3.2.10. Lat G vara en dndlig grupp, tag ett element g € G och
lat m vara det minsta positiva heltalet sadant att ¢ = e. Da séger vi att m
ar ordningen av g.

Anmirkning 3.2.11. 1 Ovning 3.5 ska du visa att m = |{g)|, det vill séiga
att ordningen av g ér ordningen av den cykliska gruppen genererad av g.

Exempel 3.2.12. I Exempel 2.2.6 har elementet b ordning 2, eftersom b? = a,
som &r enhetselementet i gruppen. A

Exempel 3.2.13. I gruppen D3 har elementet p ordning 3 och elementen
01,09,03 har ordning 2. A
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Ovning 3.1. Lat G med operationen o vara en grupp och lat g € G. Vi infor
notationen ¢" = go---ogoch g~ =g 1 o---0g ! for positiva heltal n, samt
SN—— —

n n
¢° = e. Visa att méngden {g" : n € Z} tillsammans med operationen o &r en
grupp.

Ovning 3.2. Visa att mingden 3Z = {..., -9, —6,-3,0,3,6,9,...} med ope-
rationen + &r en grupp.

Ovning 3.3. Betrakta gruppen D3 med notationen fran detta kapitel. Visa
att foljande géller

g10p =03
_ 2
01003 =p

g3 001 = pP.

Ovning 3.4. Visa att {e, p, p?} ér en delgrupp till D3 genom att anvinda
Sats 3.2.5.

Ovning 3.5. Lat G vara en grupp och lat m vara ordningen till elementet
g € G. Visa att [(g)| = m.
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4 Modulordkning, 7, och U,

4.1 Modulorikning

Vi ska snart introducera ett viktigt exempel pa en cyklisk grupp, och for detta
behover vi repetera ett par begrepp som ror heltalen.

Definition 4.1.1 (Delare). Lat m och n vara heltal. Vi sdger att m delar n
om det finns ett heltal » sadant att n = m - r. En delare till n ar ett heltal
som delar n.

Exempel 4.1.2. Vi har att 4 delar 12 eftersom vi kan vélja r = 3 sa att
12=r-4=3-4. A

Definition 4.1.3. En gemensam delare till tva heltal m och n &r ett heltal
som delar bade m och n. Den stirsta gemensamma delaren, sgd, till m och
n ar det storsta heltal » som &r en gemensam delare till m och n. Vi skri-
ver att sgd(m,n) = r. Tva heltal sdgs vara relativt prima om deras storsta
gemensamma delare &r 1.

Exempel 4.1.4. Talet 2 dr en gemensam delare till 8 och 12, och 4 &r den
storsta gemensamma delaren; alltsa &r 8 och 12 inte relativt prima. Heltalen
8 och 9 &r dédremot relativt prima. A

Definition 4.1.5 (Primtal). Ett positivt heltal p &r ett primtal om det har
exakt tva positiva olika delare, ndmligen 1 och p.

Exempel 4.1.6. Talet 1 ar inget primtal eftersom det endast har en positiv
delare, ndamligen 1. Talet 2 #r ett primtal eftersom 1 och 2 delar 2, och det
finns inget annat positivt heltal som delar 2; talet 2 &ar for 6vrigt det enda
jimna primtalet. De forsta 10 primtalen &r: 2, 3, 5, 7, 11, 13, 17, 19, 23 och

29. A
Exempel 4.1.7. Talet 9 dr inget primtal eftersom det har tre delare: 1, 3 och
9. A

Lat m och n vara tva heltal och lat r vara ett heltal sadant att m = gn + r
for nagot heltal g. I detta fall skriver vi att

m=r (modn) (4.1)

och sédger att m dr kongruent med r modulo n. Till exempel sa uppfyller resten
r da m divideras med n detta samband.

Exempel 4.1.8. Vi ser att 16 = 2 (mod 7), eftersom 16 = 2-7+ 2. Ett annat
exempel dr 8 =5 (mod 3), eftersom 8 =1-3 + 2. A

Vi noterar att man for varje heltal m, alltid kan vilja ett heltal r sa att
0<r<n—1ochm=r (mod n). Pa detta siitt definierar vi addition modulo
n; for tva heltal h och k beridknar vi deras summa modulo n genom att addera
talen och sedan finna heltalet r (0 < r <n—1)saatt h+k =7 (mod n). For
addition modulo n infor vi symbolen +,.

Exempel 4.1.9. Lat n =4. Da har vi att 3+, 5=00ch 7+, 4 = 3. A
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4.2 Gruppen Z,

Sats 4.2.1. LatN,, = {0,1,2,...,n —1}. Da dr N,, tillsammans med +,, en
grupp och vi infor beteckningen Z,, for denna grupp.

Bevis. Forst och framst ar det klart fran definitionen av 4+, att givet tva
element g,h € N, sa dr g +, h € N,,. Vidare sa finns det ett enhetselement,
nédmligen 0, som uppfyller att g +, 0 = g for alla g € G. Finns det en invers
till varje element? Lat oss ta g € N, sa att g # 0 och sidtt h =n—g € N,,. Da
far vi att g 4+, h = 0, vilket visar att h = g—!. Kom ihag att enhetselementet,
i detta fall 0, alltid har sig sjélv som invers.

Slutligen maste vi visa att +,, dr associativ, det vill séga att g+, (h 4+, k) =
(g +n h) +n k for alla g,h,k € N,. Lat oss skriva h + k = r; + lyn och
g+ h =rg+ lon, vilket ger oss att

g+r1+l1n:g+h+k:7“2+l2n+k. (4.2)

Detta visar att g 4+, 11 = ro +4 k, eftersom de tva summorna endast skiljer sig
at med en multipel av n. Vi kan nu visa att

g+n(h+nk):g+nrl:T2+nk:(g+nh)+nk-

O

Ar nu Z,, en cyklisk grupp, som vi tidigare forutsag? Vi ser att 1 genererar Z,,
eftersom 1+, 1=2,1+, 14, 1 =3, osv.

4.3 Gruppen U,

Kan vi pa samma sétt definiera en grupp, dér vi istéllet anviander multipli-
kation modulo n som gruppoperation? Har maste vi vara lite mer forsiktiga
vilket foljande exempel visar. Lat oss beteckna multiplikation av heltal modulo
n med -,. Enhetselementet for multiplikation modulo n ar heltalet 1. For det
forsta sa finns det inget heltal r sadant att 0, r = 1, alltsa saknar 0 en invers
under denna operation. Saledes kan inte 0 vara ett element i en grupp med
multiplikation modulo n. Lat n = 6 och lat N = {1,2,3,4,5}; & N tillsam-
mans med operationen -, en grupp? Nej, eftersom 2-,3 = 0 sa dr inte méngden
N sluten under -,. Lat oss ta N = {1,2,4,5} istéllet; far vi nu en grupp? I
det har fallet &r N sluten under operationen, men bade 2 och 4 saknar invers.
Véljer vi slutligen N = {1,5} sa kan vi kontrollera att N tillsammans med -,
ar en grupp. Det dr ingen slump att vi tvingas vélja endast de heltal som &r
relativ prima med 6, och vi ska visa att vi alltid far en grupp pa detta vis.
Forst behdver vi dock ett lemma.

Lemma 4.3.1. Antag att a och n dr heltal sadana att sgd(a,n) > 1 ochn > 0.
Da finns det ett heltal r > 0 sadant att r <mn och a -, r =0.
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Bevis. Lat oss sétta ¢ = sgd(a,n). Da finns det heltal mq och ms sadana att
n = c¢mq och a = emg. Om vi sétter r = mq sa far vi att

ar = cmyimg =nmo =0 (mod n). (4.3)

Det &r vidare klart att » < n eftersom ¢ > 1, samt att r > 0, vilket visar att
a-n,r=>0. O

Sats 4.3.2. Lat n wvara ett heltal och lat N = {r ¢ N : 1 < r < n—
1 och sgd(r,n) = 1}. Da dr N med operationen -, en grupp. Vi betecknar
denna grupp med U,.

Bevis. Beviset for att -, ar associativ ldmmnas som en Gvning. Lat oss forst
visa att N dr sluten under -, det vill sdga att produkten av tva tal a och b,
relativt prima med n, &r igen relativt primt med n. Antag motsatsen, det vill
siga att sgd(a - byn) > 1. Enligt Lemma 4.3.1 sa finns det ett heltal » < n
sadant att a -, b+, r = 0.

Vi kommer upprepade ganger att anvinda oss av foljande resultat: Om n delar
ab och sgd(n,a) = 1, sa dr n en delare till b.

Fran a -, b+, v = 0 foljer det att eftersom b och n inte har nagon gemensam
delare (sgd(b,n) = 1), sa betyder detta att n delar a -, r, det vill siga att
a-nr =0 Dar <mnochr# 0, sa maste a och n ha en gemensam faktor
om produkten skall vara delbar med n. Detta motsiger dock antagandet att
sgd(a,n) = 1, vilket betyder att antagandet sgd(a -, b,n) > 1 maste vara
falskt. Alltsa &r sgd(a -, b,n) = 1.

Lat oss nu ta ett element a € N och visa att =1 € N. Vi skriver elementen i
N som

N:{l,nl,ng,...,nk}, (44)
och infér méngden

No={a-nl,a-pnni,...;anngh. (4.5)

Vi ska nu visa att a-, n; = a-, n; om och endast om i = j, det vill séiga att alla
heltal i N, &r olika. Antag att a-,n; = a-,nj, vilket betyder att an; = an;+nl
for nagot heltal [. Detta ger oss att

a(n; —nj;) = nl, (4.6)

vilket betyder att n; — n; = nl’, fér nagot heltal ', eftersom sgd(a,n) = 1.
Men da 1 < n; < n—1 for alla i, sa maste I’ = 0 vilket ger att n; = n;. Alltsa
bestar mangden N, av lika manga element som N, och eftersom N &r sluten
under multiplikation sa maste N, = IN. Speciellt betyder detta att 1 € N,
vilket séger att nagon av produkterna a -, 1,...,a -, ng ar 1; alltsa existerar
det en invers till a. Vi har sdledes visat att U,, &r en grupp. U
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Ett viktigt exempel fas da n = p ar ett primtal. I detta fall &r alla positiva
heltal mindre &n p relativt prima med p och méngden {1,2,...,p — 1} med
multiplikation modulo p &r en grupp.

Ovning 4.1. Lat n,m, a,b och p vara heltal sadana att

(mod p)

n=a

m=b (mod p).

Visa att n+m =a+ b (mod p).

Ovning 4.2. Visa att multiplikation modulo n #r associativ, det vill siga att
a-n (b-nc) = (a'nb) “n C.

for heltal a,b och c.

Ovning 4.3. Betrakta gruppen Us som bestar av mingden {1,2,3,4} till-
sammans med operationen 5. Visa att elementen 2 och 3 genererar -5 och att
Us har en delgrupp av ordning 2.

Ovning 4.4. Vilka element i Z4 genererar hela Z,?
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5 Sidoklasser och Fermats lilla sats

5.1 Sidoklasser

I detta avsnitt ska vi bevisa tva satser, Lagranges sats och Fermats lilla sats,
som bada bygger pa anvindandet av sidoklasser. Fermats lilla sats har till
synes ingenting med gruppteori att goéra och dr dérfor ett forsta exempel pa
hur man, genom att anvénda en bakomliggande gruppstruktur, kan bevisa en
sadan sats.

Definition 5.1.1. Lat H vara en delgrupp till G och lat a € G. Vi kallar
méngden aH = {ah : h € H} for den vdnstra sidoklassen till H, som in-
nehaller a. Pa samma sétt &r Ha = {ha : h € H} den hdgra sidoklassen till
H, som innehaller a.

Exempel 5.1.2. Det &r enkelt att kontrollera att H = {0,2} &r en delgrupp
till Z4. Sidoklassen som innehaller 1 &r {1,3} och sidoklassen som innehaller
2 &r {2,0}. Sidoklassen som innehaller 3 &r {3,1}. A

Anmirkning 5.1.3. I allménhet &r en sidoklass inte en delgrupp.

Anmirkning 5.1.4. Vinster och hoger sidoklasser till en delgrupp &r i allménhet
olika méngder. Resultaten vi kommer visa om sidoklasser giller bade hoger
och vinster sidoklasser dven om beviset gors for endast ett av fallen.

Sats 5.1.5. Lat H vara en delgrupp till G. Da har alla sidoklasser till H lika
manga element som H.

Bevis. Ett vanligt sétt att visa att tva méngder har lika manga element &r
att konstruera en bijektion mellan méngderna. Kom ihag att en bijektion
mellan tva méngder parar ihop varje element i den ena méngden med ett unikt
element i den andra méngden, sa att alla par i den senare méngden ingar i
endast ett sadant par. Alltsa, finns det en bijektion mellan tva méangder, sa
har de lika manga element. Lat oss konstruera en avbildning ¢ mellan H och
en godtycklig sidoklass aH, for att sedan visa att ¢ dr en bijektion. Vi sétter

¢: H—aH med ¢h)=ah. (5.1)

Vi visar forst att ¢ ar en injektion, d.v.s. om hy # hg sa dr ¢(h1) # ¢(ha).
Av definitionen far vi fran ¢(h1) = ¢(ha) att ahy = ahg, och av vénstercan-
cellation (Sats 2.3.3) fas att h; = ho. Alltsa dr ¢ en injektion. For att visa
att ¢ ar en surjektion sa tar vi ett godtyckligt element g € aH och visar att
det finns ett element h € H sa att ¢p(h) = g. For varje element g € aH sa
finns det element h, € H sadant att g = ah,. Per definition betyder detta
att ¢(hg) = ahy = g. Alltsa ar ¢ bade en surjektion och en injektion, d.v.s.
en bijektion. D& det finns en bijektion mellan méngderna H och aH drar vi
slutsatsen att de har lika manga element. O
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Anmirkning 5.1.6. Notera att om en méngd, till exempel H ovan, har
odndligt manga element, sa brukar man ta existensen av en bijektion som
definition pa att tva méngder har lika manga element.

Exempel 5.1.7. Vi noterar att sidoklasserna till Z4 i Exempel 5.1.2 alla har
ordning 2. A

Sats 5.1.8. Lat H wvara en delgrupp till en dndlig grupp G. Da finns det
element ay,a9,...,ayn sadana att

G=atHUayHU---UaynH. (5.2)

Bevis. Vi ska visa att det for varje element g € G existerar ett a € G och ett
h € H sadana att g = ah. Om vi viljer ett godtyckligt h € H sa séger Sats
2.3.3 att vi kan l6sa ekvationen g = ah genom att sitta a = gh~!. Alltsa ligger
varje element i GG i en sidoklass till H, och eftersom G &r en éndlig grupp sa
kan vi finna element a1, ao,...,ay sadana att

G=aHUaHU---UanH.
|

Exempel 5.1.9. Lat H = {¢, p, p?} vara en av delgrupperna till D3. D4 har vi
att D3 = HUo1 H. Viljer viistiillet H = {¢, 01} sa far vi att D3 = HUpHUp*H
eller D3 = HUooH UogH. A

Kan det vara sa att ett element g € G ligger i tva olika sidoklasser? Féljande
satser visar att tva sidoklasser antingen har alla element eller inga element
gemensamt.

Sats 5.1.10. Antag att H dr en delgrupp till G och antag att a € H. Da dr
aH =H.

Bevis. Eftersom H &r en delgrupp, sa é&r H sluten under gruppoperationen.
Detta betyder att aH &r en delméngd till H. Vi ska nu visa att varje element i
H ligger i aH. Tag ett godtyckligt element h € H. Da vill vi finna ett element
x € H sadant att axz = h. Enligt Sats 2.3.3 sa finns det ett saidant x, ndmligen
x = a th. Alltsa ar H C aH vilket, tillsammans med aH C H visar att
aH =H. O

Sats 5.1.11. Lat H wvara en delgrupp till G och lat a1 H och asH wvara tvd
sidoklasser. Da dr antingen a1H = aoH eller aH NagH = ).

Bevis. Antag att det finns ett element g € G sa att ¢ € a1H och g € asH.
Det betyder att det finns by,by € H sadana att

g = a1by = azby, (5.3)
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vilket ger att
ag = alblbgl. (5.4)

Lat oss kalla b1b2_1 for hg, alltsa att as = aihg. Detta ger oss att asH =
(alho)H =a (hOH). Enligt Sats 5.1.10 sa &r hoH = H vilket ger oss att

agH = a (hoH) = alH. (5.5)

Vi har saledes visat att givet att tva sidoklasser har minst ett element gemen-
samt, sa har de alla element gemensamt. O

5.2 Lagranges sats

Nu har vi de ingredienser vi behéver for att visa Lagranges sats.

Sats 5.2.1 (Lagranges sats). Lat H vara en delgrupp till en dndlig grupp G.
Da dr |H| en delare till |G|.

Bevis. Genom att kombinera Sats 5.1.8 och Sats 5.1.11 kan vi gbra en upp-
delning

G=a1HUaHU---UanH, (5.6)

dér a;HNa;H = () da i # j. Detta betyder att antalet element i G &r lika med
summan av elementen i vardera sidoklass, det vill sdga

|G| = a1 H| + |agH| + - - - + |an H|. (5.7)

Eftersom varje sidoklass har lika manga element som H, enligt Sats 5.1.5, sa
far vi att

|G| =N - |H]|. (5.8)
Vi har saledes visat att |H| delar |G|. O

Anmirkning 5.2.2. Ligg miérke till att NV i likheten |G| = N - |H| i beviset
ovan ar antalet olika vanster sidoklasser till H. Vi kommer senare att anvinda
oss av detta da vi bevisar Burnsides lemma.

Exempel 5.2.3. I Exempel 5.1.2 sa dr |Z4|=4 och |H| = |[{0,2}| = 2. Alltsa
dr |H| en delare till |Z4]. A

Exempel 5.2.4. For Dj giller det att | D3| = 6, och eftersom en delgrupp H
har ordning 2 eller 3, sa géller det att |H| delar |Ds]. A

Foljdsats 5.2.5. Lat G vara en dndlig grupp vars ordning p dr ett primtal.
Da dr G cyklisk och G har inga undergrupper forutom G och {e}, dir e dr
enhetselementet i G.
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Bevis. Eftersom ordningen av en undergrupp H delar p dar p ér ett primtal, sa
maste |H| = 1 eller |H| = p. Da varje undergrupp innehaller enhetselementet
sa dr {e} den enda undergruppen av ordning 1. Undergruppen av ordning p
maste naturligtvis vara gruppen sjilv. Varfor &r nu denna grupp cyklisk? Tag
ett godtyckligt element g € G. Vad &r ordningen till g7 Om ordningen m av
g vore mindre dn p sa skulle vi ha en undergrupp (g) av ordning m. Men
eftersom den enda undergruppen av lidgre ordning dn p har ordning 1, sa far

vi att |(g)] = 1. Som vi tidigare argumenterat sa maste da g = e. Tar vi nu
ett element g # e sa maste |(g)| = p, vilket betyder att g genererar G. Alltsa
ar G en cyklisk grupp. O

5.3 Fermats lilla sats

Genom att anvénda gruppstrukturen hos U, tillsammans med Lagranges sats
far vi foljande resultat:

Sats 5.3.1 (Fermats lilla sats). Lat a € Z och antag att p dr ett primtal som
inte delar a. Da gdller det att

a®'=1 (mod p). (5.9)

Bevis. Vi vet sedan tidigare att méndgen {1,2,...,p — 1} tillsammans med
multiplikation modulo p &r en grupp, som vi betecknar U,. Eftersom p inte
delar a sa finns det ett element b € U, sadant att b = a (mod p). Enligt
Lagranges sats sa vet vi att ordningen n av b, det vill sdga ordningen av
gruppen (b), delar |Uy| = p — 1. Alltsa finns det ett positivt heltal r sadant
att p — 1 = nr. Eftersom "™ = 1, enligt definitionen av ordning, sa far vi att

() =17 (5.10)
som ger att
b =P =1, (5.11)

vilket enligt definitionen av -, siger att b»~' = 1 (mod p). Eftersom a = b
(mod p), sa giller det dven att a?~! =1 (mod p). O

Exempel 5.3.2. Vi kan enkelt visa att 7°2 — 1 inte ér ett primtal, eftersom
Fermats lilla sats siger oss att 792 = 1 (mod 53), vilket betyder att 752 — 1 r
delbart med 53. A

Exempel 5.3.3. Lat oss visa att m = n33 —n dr delbart med 5 for alla heltal
n. Vi noterar forst att n33 —n = n(n3? —1). Om n &r delbart med 5 s #r det
klart att m &r delbart med 5. Antag nu att n inte &r delbart med 5. Fermats
lilla sats séger oss da att

n*=1 (mod 5), (5.12)
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vilket vi kan anvinda for att visa
n? = (")’ =18=1 (mod 5). (5.13)

Alltsd #r n32 — 1 = 0 (mod 5) vilket betyder att n32 — 1 dr delbart med 5.
Vi har foljande resultat: Antingen &r n delbart med 5, vilket direkt ger att
m = n(n32 — 1) ar delbart med 5. Om n inte &r delbart med 5 sa har vi visat
att n32 — 1 &r delbart med 5. Detta visar att m alltid #dr delbart med 5. A

Fermats lilla sats ndmner ingenting om grupper; dndock kan vi anvénda oss
av den gruppteori som vi har utvecklat for att bevisa resultatet, genom att
ta till vara pa den gruppstruktur som heltalen med multiplikation modulo n
besitter.

Ovning 5.1. Vi har tidigare visat att m = n® — n &r delbart med 5 for alla

heltal n. Visa att det finns ett till heltal, mindre &n 10, som alltid delar m.
Ovning 5.2. Visa att det inte finns nagon delgrupp till Z12 av ordning 5.

Ovning 5.3. Finn en delgrupp H till Z4 och ett element a € Z4 sadana att
H+#740chZy=HUaH.

Ovning 5.4. Om vi dividerar heltalet 8417 med 5 sa far vi ett svar pa formen

8417 B a
5 - "T5

dir n och a ar tva heltal och 0 < a < 4. Bestam a.
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6 Grupper av permutationer

6.1 Permutationer

Definition 6.1.1. Lat X vara en #dndlig méngd. En permutation o av X &r
en bijektion 0 : X — X.

Lat oss kort fundera pa vad det betyder att en funktion &r en permutation.
En bijektion mellan méngderna A och B parar som bekant ihop elementen i
A med dem i B. Men en permutation &r en bijektion fran en méngd X till sig
sjalv. Vi kan alltsa se det som att en permutation byter ordning pa elementen.

Exempel 6.1.2. Lat méngden X besta av fem personer A, B,C, D, E som
star pa rad. Om vi &ndrar ordningen pa dessa méanniskor sé att de star som
D,C, A, B, E sa har vi permuterat (=kastat om) personerna. Sjélva omflytt-
ningen av personerna ir det vi kallar fér en permutation. Permutationen flyttar
alltsa personerna som

ABCDE+—— DCABE. (6.1)

Vi kan se permutationen som en funktion o : {4, B,C,D,E} — {A,B,C,D,E}
som ges av

0(A)=D,0(B)=C,0(C)=A,0(D)=Bocho(FE)=EFE. (6.2)
Denna funktion #r en bijektion fran méngden {A, B,C, D, E'} till sig sjélv. A

Exempel 6.1.3. Lat X = {1,2,3} och betrakta funktionen ¢ : X — X de-
finierad av (1) = 1,0(2) = 3,0(3) = 2. Detta dr uppenbarligen en bijektion,
och ddrmed en permuation. Det &r permutationen 123 —— 13 2. A

For enkelhetens skull brukar vi ofta lata X = {1,2,3,...,n} for nagot posi-
tivt heltal n. Méngden av alla permutationer av denna méngd betecknas S,.
Exempelvis har vi att S3 bestar av permutationerna

123+—123 123+—132 123+— 213

123+— 231 123+—321 123 +—312. (6.3)

Notera sérskilt att d&ven permutationen 123 —— 123 som inte flyttar nagra
element &r en permutation. Denna permutation brukar kallas identitetspermu-
tationen.

Anmirkning 6.1.4. Hér har vi indirekt antagit att X &r en icke-tom éndlig
mingd. Att prata om permutationer av den tomma méngden ) &r meningslost.
Alltsa kommer vi fortsidttningsvis antaga att de dndliga méngder X vi talar
om &r icke-tomma.

Lat oss nu anvinda begreppet fakultet. Vi definierar n!, uttalat n-fakultet,
som produkten 1-2-3-.-n. Exempelvis har vi att 1! = 1,2! = 2,3! = 6 och
4! = 24. Det visar sig att .S, bestar av n! element:

Sats 6.1.5. Lat n vara ett positivt heltal. Da finns det n! olika permutationer
av mdngden {1,2,3,...,n}.
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6.2 Sammansittning av permutationer

Lat X vara en dndlig mingd. For enkelhetens skull kan vi tdnka pa denna
méngd som {1,2,3,...,n}, men vilken &ndlig méngd som helst gar bra. Om p
och ¢ &r permutationer av X sa betecknar vi med poo funktionen 7: X — X
definierad av 7(z) = p(o(x)), och kallar detta sammansdttningen av p och o.

Funktionen poo fungerar alltsa sé att vi forst tar o och sedan p pa resultatet.
Det géller att komma ihag att o dr forst trots att den star till hoger i p o 0.
Men eftersom (p o o)(x) = p(o(z)) for alla = € X sa &r detta litt att komma
ihag.

Exempel 6.2.1. Lat X = {1,2,3,4} och betrakta permutationerna

p:1234+—2143 och o0:1234+—3124. (6.4)

Vi har alltsa exempelvis att p(2) = 1 och att o(3) = 2. Nu ges sammanséttningen
av p och o av permutationen

poo:1234+— 4213 (6.5)
eftersom
(000)(1) = plo(1)) = p(3) = 4
(000)(2) = plo(2)) = pl1) = 2
(00 0)(3) = plo(3)) = p(2) = 1 (6.6)
(0o 0)(4) = plo(4)) = p(4) = 3.

I detta exempel ser vi att dven sammanséttningen av tva permutationen Ar
en permutation. Det &r ingen tillféllighet. A

Sats 6.2.2. Lat X wara en dndlig mdngd och p och o permutationer av X.
Da dr dven sammansdttningen p o o en permutation av X .

Bevis. Vi ska alltsa visa att sammanséttningen av tva bijektioner &r en bijek-
tion. Lat oss borja med att visa att poo ar en injektion. Tag z,y € X sadana
att x # y. Lat uw = o(z) och v = o(y). Eftersom o ir en bijektion sa &r o dven
en injektion och alltsa giller u # v. Eftersom &ven p &r en injektion sa maste

p(o(x)) = p(u) # p(v) = p(a(y)). Alltsa géller (p o o)(z) # (poo)(y) for alla
z,y € X sadana att x # y. Alltsa ar p o ¢ en injektion.

Lat oss nu visa att poo ar en surjektion. Tag y € X. Eftersom p &r en bijektion
sa dr p dven en surjektion och alltsa finns z € X sadant att p(z) = y. Vidare
dr o en surjektion, och alltsa finns z € X sadant att o(z) = z. Nu géller alltsa
p(o(xz)) = p(z) =y, och ddrmed har vi visat att fér varje y € X finns x € X
sadant att (poo)(x) =y. Alltsa &r p o o en surjektion.

Eftersom p o o dr bade en injektion och en surjektion sa dr p o o en bijektion
fran X till sig sjalv. Alltsa &r p o o en permutation av méangden X. U
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6.3 Gruppstruktur for permutationer

For en dndlig méngd X later vi Perm(X) beteckna méngden av alla permu-
tationer av X. Exempelvis har vi alltsa att Perm({1,2,3,...,n}) = S,. Vi
ska i detta avsnitt visa att Perm(X) med operationen o (sammanséttning av
permutationer) dr en grupp.

Sats 6.3.1. Lat X wara en dndlig mdngd. Da dr mdangden Perm(X) med
operationen o en grupp.

Bevis. Att o #r en bindr operation som uppfyller att p oo € Perm(X) for
alla p,o € Perm(X) foljer fran Sats 6.2.2.

1. Tag nu permutationer p,o,7 € Perm(X). Betrakta permutationerna
ap=po(cor) och ay=(poo)or. (6.7)

Tag z € X. Vi har att

(6.8)

Eftersom z € X var godtycklig visar detta att ai(z) = aa(x) for alla
x € X. Alltsa giller a; = g, det vill séiga att

po(cor)=(poo)or (6.9)
for alla p, 0,7 € Perm(X). Alltsa &r operationen o associativ.

2. Lat € : X — X definieras av €(z) = x for alla x € X. Lat oss forst visa
att e dr en bijektion, det vill sidga att € € Perm(X). Tag x,y € X med
x # y. Da giller e€(z) = z # y = €(y). Alltsa dr € en injektion. Vidare,
tag y € X och lat z = y. Da géller ¢(x) = y. Alltsa &r € en surjektion.
Detta visar att e &r en bijektion.

Tag 0 € Perm(X) och z € X. Vi har att (0 o€)(z) = o(e(z)) = o(x)
och att (eoo)(x) = e(o(x)) = o(x), och eftersom x var godtycklig sa
betyder detta att

goe=¢€o00 =o. (6.10)

Alltsa ar € en identitet i Perm(X).

3. Tag 0 € Perm(X). Eftersom o dr en bijektion X — X sa finns det (se
Avsnitt 1.4) en inversfunktion ¢~ : X — X. Den &r enligt Sats 1.4.2
ocksa en bijektion. Alltsa har vi att 0 =1 € Perm(X). Nu aterstar det att
verifiera att 0~! ocksa #r en invers i gruppteoretisk mening. Tag = € X.
Da galler

(oo Hz)=0(c"Hz)) =z = e(x) (6.11)
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och
(o0 too)(z) =0 o(x)) =z = e(z) (6.12)

for alla x € X. Alltsa géller

Ovning 6.1. Lat X = {1,2,3,4,5} och definiera permutationerna

p:12345+——21435 och o0:12345+—54321. (6.13)

Bestdm po o, o op och p o p. Bestdm ocksa p~.

Ovning 6.2. En grupp G ségs vara abelsk om z oy =y oz for alla z,y € X.
Ar gruppen Perm({1,2}) abelsk?

Ovning 6.3. Lat X = {1,2,3,4}. Ar gruppen Perm(X) abelsk?

Ovning 6.4. Lat X,Y vara éndliga méngder. Antag att det finns en bijektion
¢ : X — Y. Visa att grupperna Perm(X) och Perm(Y') dr isomorfa.

Ledning: Definiera ®(0)(y) = ¢ (o(¢'(y))) och visa att detta &r en funktion
¢ : Perm(X) — Perm(Y). Visa sedan att ¢ &r en isomorfi.
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7 Burnsides lemma

7.1 Gruppverkan och banor

Vi har alltsa sett att méngden Perm(X) med operationen o &r en grupp.
Denna grupp bestar alltsa av alla permutationer av den #ndliga méngden X.

Men vi kan ocksa betrakta mindre permutationsgrupper, det vill séga delgrup-
per till Perm(X). Lat X vara en dndlig méngd och G vara en delgrupp till
Perm(X). Det betyder att méngden G innehaller ett antal permutationer av
X, men inte nodvindigtvis alla dessa permutationer. Ett element g € G &r
alltsa en bijektion X — X.

Exempel 7.1.1. Lat X = {1,2,3,4,5} och betrakta pentagonen
1

4 3

Tank dig nu att vi roterar pentagonen en femtedels varv medsols.

5

3 2

Da ser pentagonen fortfarande ut som fran borjan, det vill sdga hérnens posi-
tioner bibehalls, men numreringen har dndrats. Vi kan se denna rotation som
en permutation av X, ndmligen permutationen

12345 — 51234. (7.1)

Vi kan nu lata G besta av de permutationer av méangden X som motsvarar en
symmetri av pentagonen ovan. En symmetri dr ett sitt att vrida och vénda
pa pentagonen sa att den fortfarande ser ut som fran borjan.

De symmetrier som finns for pentagonen &r 4 rotationer (1/5, 2/5, 3/5 och
4/5 varv medsols), 5 speglingar (se figuren nedan) och identitetspermutationen
(att inte gbra nagot alls med pentagonen).

Exempel pa spegling
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Alltsa bestar G av tio specifika permutationer. Det aterstar att overtyga sig
om att detta verkligen &r en delgrupp till S5. Det &r klart att om vi utfor tva
symmetrier efter varandra sa far vi en ny symmetri, alltsa &r G sluten under
operationen o. Vidare &r inversen till var och en av symmetrierna en symme-
tri i G. Detta eftersom identitetspermutationen &r sin egen invers och likasa
ar speglingarna sina egna inverser (speglar man tva ganger sa kommer man
tillbaka till ursprungsléget). Dessutom &r rotation 1/5 och 4/5 varv varand-
ras inverser (rotation 4/5 varv medsols dr detsamma som rotation 1/5 varv
motsols), precis som rotation 2/5 och 3/5 varv &r varandras inverser.

Detta betyder att goh € G for alla g, h € G och att g~! € G for varje g € G.
Detta ricker som bekant for att visa att G ar en delgrupp till Ss. A

Exempel 7.1.2. Gruppen D3 fran avsnitt 3.1 &r en permutationsgrupp bes-
taende av alla symmetrier av en liksidig triangel. Just i detta fall visar det sig
dock att symmetrierna ér alla permutationer av {a,b,c} sa i sjilva verket har
vi att D3 och Perm({a,b,c}) &r samma grupp. A

Definition 7.1.3. Lat X vara en #éndlig mingd och G vara en delgrupp till
Perm(X). For x € X later vi

Gr={ye€ X : o(x) =y for nagot o € G}, (7.2)
och kallar denna méangd for banan till x.

Banan till x innehaller alltsa de element som x avbildas pa av nagon permuta-
tion. Notera att € Gz géller for alla z € X eftersom o(z) = x nér vi véljer
o = ¢, dir € ar identitetspermutationen. Alltsa &r aldrig banan Gz tom.

Vi kan ocksa se det som att vi utgar fran elementet x. Sedan later vi alla
permutationer i G verka pa x. Da far vi banan till . Att banan skapas genom
att lata hela G verka pa x kan forklara beteckningen Gz.

Exempel 7.1.4. Lat X = {1,2,3,4} och lat G besta av permutationerna
€:1234+—1234 och ¢:1234+~——1324. (7.3)

Att detta verkligen &r en delgrupp till Perm(X) visas litt (se Ovning 7.2).
Banorna som hor till G dr

Gl={1}, G2=G3={2,3} och G4={4}. (7.4)

Exempelvis har vi att 3 € G2 eftersom o(2) = 3 och 1 ¢ G2 eftersom €(2) # 1
och o(2) # 1. Det finns alltsa tre olika banor i detta fall. A

Sats 7.1.5. Lat xz,y € X. Da dr banorna Gx och Gy antingen disjunkta eller
identiska. Det vill siga, antingen gdiller Gx NGy = 0 eller sa gdller Gx = Gy.

Bevis. Antag att Gx # Gy. Da finns minst ett z € X sadant att z € Gx men
z ¢ Gy. Detta betyder i synnerhet att det finns p € G sadant att p(z) = z.
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Tag nu ett godtyckligt w € Gy. Da finns o € G sadant att o(y) = w. Om det
vore sa att w € Gz sa skulle det finnas 7 € G sa att 7(x) = w. Detta betyder
alltsa att x = 77 (w). Men da skulle

p(r o) = p(r~H(w)) = plz) = 2, (7.5)

och dirmed har vi att permutationen por~!oo € G uppfyller (por~too)(y) =
z, vilket motséger att z ¢ Gy. Alltsa maste w ¢ Gz for alla w € Gy. Detta
betyder att Gz NGy = 0. O

7.2 Antalet banor
Aterigen later vi X vara en éndlig méngd. Vi riknar upp elementen i X som
X ={z1,29,...,2,} (7.6)

for nagot positivt heltal n. Talet n &dr alltsa antalet element i X. Vidare later vi
G vara en grupp av permutationer av X. Alltsa dr G en delgrupp till Perm(X).
Eftersom G &r en &dndlig méngd kan vi rdkna upp permutationerna i G som

G ={o1,09,...,0n} (7.7)

for nagot positivt heltal N. Detta betyder att IV &r antalet permutationer i G.
Observera att talen n och N inte har nagot sammanhang (férutom att N < n!
eftersom det totalt finns n! permutationer av X, och G innehaller en del av
dessa). Nu infor vi tva stycken funktioner, F': G — N och f: X — N genom
att lata

F(o) vara antalet element = € X som uppfyller o(z) = z (7.8)
och
f(x) vara antalet permutationer o € G som uppfyller o(z) = z. (7.9)

Funktionen F'(o) riaknar alltsa hur manga = som fizeras av permutationen o
(det vill siga att o(x) = x), och f(z) rdknar hur manga permutationer som
fizerar ett givet element x € X.

Givet en grupp G som verkar pa en mingd X, kan vi fraga oss hur manga
olika banor som finns. Burnsides lemma talar om fér oss hur vi kan berékna
antalet banor genom att anvénda oss av funktionen F. Innan vi bevisar denna
sats sa skall vi bevisa ett lemma.

Lemma 7.2.1. For G och X som ovan sa gdller det att
G| = f(z)|Gxl, (7.10)

for allax € X.
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Bevis. Lat oss for varje x € X infora méngden
H,={0c€G: o(zx)=ux} (7.11)

Fran (7.9) ser vi direkt att f(z) &r antalet element i H,. Méngden H, &r en
delgrupp till G eftersom om o, 7 € H, sé géller det att (oo7)(z) = o(7(z)) =
o(x) = z. Alltsa &r o o 7 € H,, och enligt Sats 3.2.5 sa dr H, en delgrupp. I
Anmérkning 5.2.2, till Lagranges sats, noterar vi att |G| = N-|H,| = N - f(z),
dér N é&r antalet disjunkta sidoklasser till H,. Vi ska nu visa att N = |Gz|,
vilket visar pastaendet i lemmat.

For att visa att N = |Gz| finner vi, som ett antal ganger tidigare, en bijektion
mellan tva méngder. Den ena méngden, som vi betecknar med K, bestar av
alla sidoklasser till H, och den andra méngden &r banan till z. Lat oss nu
konstruera bijektionen. Tag ett godtyckligt element y € Gz. Fran definitionen
av banan till z vet vi att det finns ett o € G sadant att y = o(x). Fran detta
definierar vi ¢ : Gx — K genom

o(y) = oHy. (7.12)

Ar ¢ vildefinierad av detta samband? Vad hénder om det finns ett o' € G
sadant att y = o’/ (x)? Far vi samma sidoklass om vi anvénder ¢’ i definitionen
ovan? Lat oss kontrollera detta. Antag att y = o’(x) = o(x), vilket leder till
att (07 1oo’)(x) = . Detta betyder att 0~ oo’ € Hy, eftersom o~ oo fixerar
x, och vi har darfor att (0*1 oa’)Hw = H,, vilket visar att o’ H, = o H,. Alltsa
kan vi séga att ¢ dr vildefinierad.

Lat oss nu visa att ¢ &r en injektion. Antag att y1,y2 € Gz och att p(y1) =
©(y2). Vi vet att det finns element o1, 09 € G sadana att y; = o1(x) och yy =
oa(x). Att o(y1) = ©(y2) betyder att o1 H, = o9H,. Eftersom enhetselementet
€ ligger i H, sa maste det finnas ¢ € H, sadant att 0; = g2 0 0. Men detta
visar att y; = o1(x) = (02 0 0)(x) = o2(x) = yo. Alltsa dr ¢ injektiv.

Lat oss nu visa att ¢ dr en surjektion. Tag en godtycklig sidoklass ¢ H,. Om
vi séitter y = o(x) sa har vi att y € Gx och ¢(y) = 0H,. I och med detta
har vi visat att ¢ &r bijektiv och det har som konsekvens att antalet element
i Gz #r lika med antalet element i K, det vill sdga antalet sidoklasser till H,.
Som tidigare ndmnt sa far vi sedan fran Lagranges sats att |G| = N|Hy| =

|Gz|f(x). O
Sats 7.2.2 (Burnsides lemma). Antalet banor i G dar

F(o1)+ F(o2) + -+ F(on)
N

Anmirkning 7.2.3. Vi kan alltsa se det som att antalet banor i G dr medel-
vérdet av antalet fixerade element.

. (7.13)

Exempel 7.2.4. Lat oss aterigen titta pa Exempel 7.1.4. Har har vi alltsa
att X = {1,2,3,4} och att G bestar av permutationerna

€:1234+—1234 och ©0:1234+—1324. (7.14)
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Hér ar alltsa G = {¢,0} sa N = 2. Vi har att F(¢) = 4 eftersom alla elementen
1,2,3 och 4 fixeras av permutationen e. Vidare har vi att F'(0) = 2 eftersom
de element som fixeras av o dr 1 och 4. Alltsa dr antalet banor precis (F'(e) +
F(0))/2=(2+4+4)/2 = 3, vilket stdmmer med det vi kom fram till i Exempel
7.1.4. A

Bevis av Sats 7.2.2. Vi ska visa Burnsides lemma genom att berékna antalet
element i méngden

M ={(o,z) : 0 € G,z € X och o(z) = x} (7.15)

pa tva olika sdtt. Méngden M bestar alltsa av par av element fran G och X
sadana att elementet fran G fixerar det fran X. Vi vill nu visa att

(M| = f(z1) + f(z2) + - fzn) (7.16)
och att

|M|:F(O'l)-f—F(O'Q)-f—‘”F(O'N). (717)

Lat n vara antalet element i X och lat M; vara méngden av de element (o, z)
i M for vilka x = x;. Detta ger oss en uppdelning av M som

M=MUMsU---UM, (7.18)

dar M; N M; = 0 for i # j. Vi noterar att det i M; finns ett element (o, z;) for
varje o € G som fixerar z;; alltsa &r |M;| = f(z;). Da mingderna M;,..., M,
dr disjunkta sa kan vi berdkna storleken av M som i (7.16).

For att visa (7.17) definerar vi om M; som mingden av alla element (o, x) i
M sadana att o = o;. Detta ger oss en uppdelning

M=MU--UMy (7.19)

dér M; N M; = for i # j. Nu inser vi att |[M;| = F(o;) vilket ger oss (7.17).

Lat oss visa att f(x1) +---+ f(z,) = (antalet banor) - |G|. Fran Lemma 7.2.1
vet vi att f(z) = |G|/|Gz| for alla z € X, vilket ger oss att

1 1
)+ f(x :G<—+---+ > 7.20
Om z och y tillhor samma bana sa #r det klart att |Gz| = |Gy|. Lat oss
dérfor gruppera termerna i summan ovan efter vilken bana de tillhér. Om vi
betecknar antalet banor med r och later y1, ..., y, vara element fran disjunkta
banor sa kan vi skriva summan i hégerledet som

1 1 1 1
G —+-~+—+-~+—+~~+—>. 7.21
| '<|Gy1\ o] Gy, G| (7.21)

37



Nu noterar vi att

1 1 1
ot = |Gyl =1
T Gl ~ 1CviliEg

(7.22)

for alla y; eftersom antalet termer precis &r lika med antalet element i banan.
Detta ger oss att

fl@)+ 4 flan) =|G(1+1+---+1) =|G| T (7.23)

T

Nu aterstar det bara att kombinera (7.16) och (7.17) for att erhalla
Foy)+-+ F(o2) = f(z1) +-+ fzn) = |G -7, (7.24)

och da vi har betecknat antal element i G med N far vi slutligen

_ F(o1)+---+ F(o2)
r= ! N 2) O

7.3 Tillampning: Parlhalsband

Hur manga pérlhalsband med tre vita och tre svarta kulor finns det? Detta
dr en fraga som ldtt besvaras med hjélp av Burnsides lemma. I sjélva verket
kan vi anviénda nedanstaende resonemang for att besvara denna fraga med ett
godtyckligt antal svarta och vita kulor, men hér tittar vi pa ett konkret och
enkelt exempel. Svarigheten med detta problem &r att de tva halsbanden

isjélva verket dr desamma. Om man roterar det vénstra halsbandet en sjattedels
varv medsols och sedan speglar (det vill sdga vénder pa) det sa far man hals-
bandet till hoger.

Vi betraktar nu méngden X som bestar av foljande 20 figurer:
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sl
Tee it
OROSOTORD:

Detta &r samtliga konfigurationer av en hexagon med tre vita och tre svarta
hoérn. Vissa av dessa konfigurationer motsvarar samma halsband, eftersom man
kan vrida och vianda pa halsbanden. Fragan ar hur manga olika halsband det
finns.

Vi har alltsa méngden X = {z1,x2,...,x9} och stéller oss fragan vilka per-
mutationer av denna méngd som motsvarar giltiga satt att vrida och vinda
pa halsbanden. Sadana permutationer kallas symmetrier och dem har vi ta-
lat om tidigare. En mojlig permutation &r rotation en sjattedels varv medsols
som exempelvis avbildar konfigurationen xo pa konfigurationen x;. Rotation
en sjittedels varv medsols dr alltsa permutationen

Pl X1X2XT3 - T > T4X7X9 -+ T17- (7.25)

Vi later gruppen G besta av alla symmetrier av konfigurationerna i X. Att G
dr en grupp ar klart eftersom sammanséttningen av tva symmetrier &r en ny
symmetri, och eftersom inversen till en symmetri ocksa &r en symmetri. Detta
betyder att

G= {67 P1, P2, P35 P4,P5,01,02,03,T1, T2, 7—3}7 (726)

dir permutationerna beskrivs i nedanstaende tabell:
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Namn Beskrivning

€ Identitet
01 Rotation en sjattedels varv medsols
P2 Rotation tva sjéttedels varv medsols
P3 Rotation tre sjéttedels varv medsols
P4 Rotation fyra sjéttedels varv medsols
05 Rotation fem sjéttedels varv medsols
o1 Spegling i hérnaxel 1
lop) Spegling i hérnaxel 2
o3 Spegling i hérnaxel 3
T Spegling i kantaxel 1
Ty Spegling i kantaxel 2
T3 Spegling i kantaxel 3

Hornaxel 1 Kantaxel 1

Notera nu att om z,y € X tillhér samma bana i G sa motsvarar konfiguratio-
nerna x och y ett och samma halsband. Detta eftersom om de tillh6r samma
bana sa finns det en symmetripermutation som avbildar = pa y, och dérmed
finns det ett séitt att vrida och vinda pa x sa att vi far y. Detta betyder att
varje bana motsvarar ett unikt halsband, och ddrmed har vi att:

Antalet banor ir lika med antalet halsband. Alltsa ska vi ta
reda pa antalet banor.

For att ta reda pa antalet banor anvénder vi Burnsides lemma. Vi maste veta
hur manga konfigurationer som fixeras av varje permutation i G. Genom att
ténka efter lite kommer vi fram till f6ljande tabell:
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Namn Beskrivning Fixerade konfigurationer Antal
€ Identitet T1,T9,...,L0 20
01 Rotation en sjéttedels varv Inga 0
02 Rotation tva sjittedels varv — xg, x15 2
03 Rotation tre sjittedels varv  Inga 0
D4 Rotation fyra sjattedels varv — xg, x15 2
05 Rotation fem sjéttedels varv  Inga 0
o1 Spegling i hornaxel 1 T, X, T15, T 4
o9 Spegling i hérnaxel 2 g, 10, T11, L15 4
o3 Spegling i hérnaxel 3 T4, 26, T15, L17 4
51 Spegling i kantaxel 1 Inga 0
Ty Spegling i kantaxel 2 Inga 0
T3 Spegling i kantaxel 3 Inga 0
Vi har alltsa att

F(e) = 20,

F(pl) = O7F(p2) = 27F(p3) =0, F(p4) = 27F(p5) =0, (7 27)

F(o1) =4,F(02) =4, F(03) = 4, .

F(11)=0,F(m) =0,F(r3) =0.

Déarmed ges antalet banor av
20+404+24+0+24+04+44+4+4+04+04+0 36
+++—|——|—++++—|—+__:3' (7.28)

12 12

Detta visar alltsa att det finns tre olika pérlhalsband som innehéaller tre vita
och tre svarta kulor. De tre olika halsbanden &r de som motsvaras av kon-
figurationerna zp (tre vita kulor i rad), xo (tva vita kulor i foljd, sedan en
svart, sedan en vit) samt g (varannan kula vit och varannan svart). Detta
var kanske inte sa svart att se fran borjan, men om antalet kulor &r stort Ar
ovanstaende en mycket effektiv metod.
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Ovning 7.1. Lat X = {1,2,3,4,5,6} och o vara permutationen 123456 —
324651. Bestim F(c).

Ovning 7.2. Lat X = {1,2,3,4} och lat G besta av permutationerna
€:1234+—1234 och 0¢:1234+— 1324. (7.29)
Visa att G &r en delgrupp till Perm(X).
Ovning 7.3. Lat X = {a,b,c,d} och lat G besta permutationerna
e:abcd——abed, o:abcd——bcad och p:abcd— cabd. (7.30)

Visa att G = (o) (se Avsnitt 3.2), och dra slutatsen att G &r en grupp. Bestdm
banan Ga.

Ovning 7.4. Gruppen D, bestar av symmetrierna till kvadraten och vi skri-
ver Dy = {e, p1, p2,p3,01,02, 71, T2}, dir p1, pa, p3 dr rotationer med 90°, 180°
respektive 270° och o1, 09 samt 7y, 7o dr speglingar i de tva hornaxlarna rep-
sektive kantaxlarna. Tag en kvadrat som bestar av 3x3 rutor och gor ett hal i
en av rutorna; vi kallar detta ett halkort.

Anvind Burnsides lemma for att berdkna hur manga olika halkort det finns,
nar vi betraktar tva halkort som lika om man kan fa det ena fran det andra
genom att verka med ett element ur Dy.
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A Extra traning i mangdlira och bevisforing

Har kommer fyra tips pa hur man visar saker om méngder:

1. Visa att x € A.

Héar ska man alltsa visa att x uppfyller de villkor som definierar vilka
element som tillhér méngd A. Om exempelvis A = {1,2,3} ar det up-
penbart att 2 € A, men om A = {z : villkor pa z} sa maste man visa
att x uppfyller de ndmnda villkoren. Om A = BN C' sa maste man visa
att x € B och x € C, medan om A = B U C sa racker det att visa att
x € Beller z € C (eller bada).

2. Visa att A C B.

Tag ett godtyckligt element x € A. Anviénd nu definitionen fér méngden
A for att skriva ner vilka villkor som finns pa x. Visa sedan att z € B.
Eftersom x var godtyckligt sa betyder detta att alla x € A uppfyller
x € B, det vill sdga A C B.

3. Visa att A = B.

Vi visar forst A C B och sedan B C A. Da har vi visat att alla element i
A ligger i B och att alla element i B ligger i A. Det foljer da naturligtvis
att A = B.

4. Visa att A = 0.

Minns att () betecknar denna tomma méngden, det vill siga en mingd
som inte innehaller nagra element alls. Det som ska visas dr alltsa att
det inte kan finnas nagra element i A.

Antag till att borja med att x € A. Anvand definitionen av A for att
skriva ner vilka villkor som da stéalls pa z. Visa att dessa villkor &r
omdjliga (att de leder till en motségelse). Alltsa kan det inte vara sa att
x € A, oavsett vilket = vi véljer. Alltsa innehaller inte A nagra element.

Lat Q vara en godtycklig méngd. Vi kommer att antaga att alla méngder
A, B,C,... ar delmingder till Q. Lat oss gora foljande definitioner:

1. A\B={z€A:z¢B}

2. A=Q\A={zeQ: ¢ A}

3. AAB = {x € Q : z tillhér en av A och B men inte bada}
Ovning A.1. Visa att A\ B C AAB.
Ovning A.2. Visa att AAB = (A\ B)U (B \ A).

Ovning A.3. Tva mingder B och C siigs vara disjunkta om de inte har
nagra gemensamma element. Visa att B och C &r disjunkta om och endast
om BNC =1.
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Ovning A.4. Visa att A och A° ér disjunkta.
Ovning A.5. Visa att Q = AU A°.

Ovning A.6. Symbolen n! definieras som n! = 1-2-3---n och kallas n-
fakultet. Exempelvis har vi att 1! = 1, 21 = 2, 3! = 6 och 5! = 120. Lat
Ap ={kn : k=1,2,3,...}. Visaatt nl € AN AN ---N A, for varje heltal
n>1, men att A;NAsNA3N--- = 0.

Ovning A.7. Lat N={0,1,2,...} och B,, = {1,2,...,n} forn =1,2,3,....
Visa att N\ {0} = BiUBaUB3U---.

Ovning A.8. Visa att (ANC)U(BNC)) = (A°NC)U (BN Ce).

Loésningar

Ovning A.1. Tag 2 € A\ B. Det betyder att z € A och att = ¢ B. Alltsa
tillhér x en av A och B, men inte bada, och darmed géller x € AAB. Eftersom
x var godtycklig betyder detta att x € AAB for alla x € A\ B, det vill séga
att A\ B C AAB.

Ovning A.2. Tag © € AAB. Det betyder att 2 tillhoér en av A och B men
inte bada. Vi har tva fall:

Till att borja med kan x € A och x ¢ B. Da géller per definition x € A\ B.
Eftersom A\ B &r en delméngd till (A\ B) U (B \ A) sa giller dven z €
(AN B)U(B\ A).

Det andra fallet &r att © € B och « ¢ A, det vill sidga att x € B\ A C
(A\B)U(B\ A).

I bada fallen far vi alltsa att 2 € (A\ B)U(B\ A), och eftersom x var godtycklig
sa betyder detta att AAB C (A\ B)U (B\ A).

Omvint, tag x € (A\ B)U (B \ A). Det betyder att x € A\ B eller x € B\ A.
I bada fallen tillhor z en av A och B men inte bada. Alltsa géller x € AAB.
Eftersom x var godtycklig sa foljer det att (A\ B) U (B\ A) C AAB.

Nu har vi visat att AAB C (A\B)U(B\A) och att (A\B)U(B\A) C AAB.
Det betyder att AAB = (A\ B)U (B \ A).

Ovning A.3. Antag att B och C ir disjunkta. Antag att « € BN C, det
vill sédga att * € B och x € C. Men detta betyder att B och C' har x som

gemensamt element, vilket motséger att B och C &r disjunkta. Alltsa maste
BNC=0.

Omvint, antag att B N C = (. Det betyder att det inte finns nagot element
som tillhor bade B och C. Alltsa har B och C' inga gemensamma element, det
vill sdga att B och C &r disjunkta.

Nu har vi alltsa visat tva saker, dels att om B och C #r disjunkta sa géller
BNC =0, dels att om BN C = () sa dr B och C disjunkta. Tillsammans
betyder detta att B och C #r disjunkta om och endast om BN C = ().
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Ovning A.4. Enligt foregaende uppgift &r det vi ska visa att A N A¢ = (.
Antag att x € ANA€. Det betyder att x € A och att © € A°. Det senare betyder
per definition att x ¢ A, vilket dr en motsigelse. Alltsa maste A N A¢ = ().

Ovning A.5. Tag 2 € Q. Vi har tva fall: # € A och = ¢ A. I det forst
fallet géller naturligtvis x € AU A€. I det andra fallet har vi per definition att
x € A° och ddrmed att x € AU A°. I bada fallen géller alltsd x € AU A€ och
eftersom x var godtycklig sa foljer Q2 C AU A°.

Omviént, antag att x € AU A°. Vi vet att A C Q och att A° C Q. Alltsa maste
x € . Detta visar att AU A° C , och tillsammans med ovanstaende far vi
Q=AU A"

Ovning A.6. Lat n vara ett heltal med n > 1. Tag ett heltal i med 1 < i < n.
Notera att n! = kidirk=1-2---(i—2)-(i—1)-(i+1)-(i+1)--- (n—1)-n > 1.
Alltsa giller n! € A;, och eftersom i var godyckligt sa giller n! € A; for alla
i =1,2,...,n, det vill sdga n! € A1 N Ay N ---N A,. Nu, eftersom n var
godtyckligt sa géller n! € Ay N---N A, for alla heltal n > 1.

Vidare, antag att x € A1 N Ay N ---. Det betyder att x € A,, for alla heltal
n > 1. I synnerhet géller x € A1 = {1,2,3,...}, det vill sidga x &r ett positivt

heltal. Lat m = x + 1. Da géller z < m < 2m < 3m < ---, och i synnerhet
x # kmfor k=1,2...,sax ¢ A,. Men detta motséiger ju att x € A,, for
alla heltal n > 1. Alltsa giller Ay N Ay N--- = 0.

Ovning A.7. Tag x € N\ {0}. Det betyder att 2 € N = {0,1,2,...} och
att « ¢ {0}, det vill séiga att = dr nagot av talen 1,2,3,.... I synnerhet géller
x€{1,2,...,2} = B, och ddrmed = € ByUByU- - -. Eftersom z var godtycklig
visar detta att N\ {0} C ByUByU---.

Omviént, antag att * € By U By U ---. Det betyder att det finns ett heltal
n > 1saatt z € B, = {1,2,...,n}. I synnerhet giller z € {0,1,2,...} = N
och = ¢ {0}, det vill sdga x € N\ {0}. Detta visar att B; UByU--- C N\ {0}.

Ovning A.8. Tag x € ((ANC)U(BNC). Det betyder att € Q och
¢ (ANC)U(BNC®). Alltsa har vi att x ¢ ANC och x ¢ BNC*. Det finns
nu tva mojligheter: z € C och = ¢ C.

I det forsta fallet, det vill siiga x € C, maste = ¢ A eftersom om z € A sa skulle
x € AN C vilket ar falskt. Alltsa géller x € A€, vilket tillsammans med z €
C ger att x € A°NC i detta fall. T synnerhet har vi att € (A°“NC)U(B°NC°).

I det andra fallet géller x € C'° och da maste x € B¢ eftersom om = € B sa
skulle x € B N C*° vilket &r falskt. Alltsa géller x € B¢ N C€, och i synnerhet
x e (A°NC)U(BNCe).

I bada fallen géller alltsa x € (A°NC)U(B°NC*), och eftersom z var godtycklig
sa visar detta att (ANC)U(BNC))° C (A°NC)U(B°NCe).

Omvént, tag z € (A°NC)U (B NCC). Da giller x € A°NC eller x € B°NC°
(eller bada). Vi har alltsa dessa tva fall.

I det forsta fallet, det vill sdga z € A°NC, har vi att * ¢ A och z ¢ C°.
I synnerhet har vi att x ¢ AN C (eftersom = ¢ A) och att ¢ BN C®
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(eftersom x ¢ C¢). Alltsa tillhor x varken A N C eller B N C¢, vilket betyder
att z € (ANC)U(BNC))".

I det andra fallet, det vill séiga x € B°NC® har vi att « ¢ B och att ¢ C. Det
foljer att x ¢ ANC och att x ¢ BN CC. Alltsa giller x ¢ (ANC)U (BN C°),
vilket betyder att z € (ANC)U (BNCY))".

I bada fallen har det alltsa visats att z € (AN C) U (BN C9))°, och eftersom
x var godtycklig visar detta att (AN C)U(B°NC°) C ((ANC)U(BNC*))".
Vi har alltsa visat att (AN C) U (BN C°))° C (A°NC)U(BNC*) och att (AN
C)U(BNC®) C ((ANC)U (BN C*))° och ddrmed att (AN C)U (BN C))°
(A°NC)U (BN Ce).
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Losningar till udda 6vningsuppgifter
Ovning 1.1.

1. BUC = A.

2. BNnC =10.

3. DNC = {4, 36}.

4 {zeD:zeB}=DnB=1{1,19,101}.

5. {x € A: x=y+1for nagot y € D} = {2,5,20,37,102}.
6. {x+1: e D}=1{25720,37,102}.

Ovning 1.3. Tag m € Z. Lat n = m + 3. Notera att n € Z. Nu giller
fn) = f(m +3) = (m + 3) — 3 = m. Eftersom m var godtyckligt betyder
detta att det till varje m € Z finns ett n € Z sadant att f(n) = m. Alltsa ar
f en surjektion.

Ovning 2.1. Definiera funktionen 1 : X2 — Y2 genom

U((2,y)) = (¢(2), 9(y)) (1.1)

for alla (z,y) € X?2. Lat oss visa att denna funktion &r en bijektion.

Till att borja med, antag att (z1,y1), (z2,%2) € X2 uppfyller (z1,y1) # (72,92).
Det betyder att x1 # zo eller y; # ya (eller bade och). I fallet att z1 # xo
har vi att ¢(x1) # ¢(x2) eftersom ¢ dr en injektion. Alltsa géller i detta fall
att (p(x1),d(y1)) # (d(x2), d(y2)). I det andra fallet, det vill siga att y; # yo
har vi att ¢(y1) # ¢(y2) eftersom ¢ #r en injektion. Alltsa géller dven hir att
(p(z1),d(y1)) # (d(x2), d(y2)). I bada fallen har vi att

P((z1,91)) = (¢(21), 6(11)) 7 (P(22), B(y2)) = P((22,42)).  (1.2)

Alltsa &r 1 en injektion.

Vidare, tag (u,v) € Y2. D4 giller u,v € Y och eftersom ¢ #r en surjektion sa
finns z,y € X sadana att ¢(x) = u och ¢(y) = v. Nu giller

((2,9)) = (6(2), 9(y)) = (u,v). (1.3)

Alltsa finns det till varje (u,v) € Y? ett element (z,y) € X? sadant att
Y((z,y)) = (u,v). Alltsa &dr 1 en surjektion.

Ovning 2.3. Tag = € G. Antag att bade y och z #r inverser till z. D4 har vi
att zoy = e och x o z =e. Nu foljer x o y = x o z och vénstercancellation ger
oss att y = z. Alltsa finns det bara en invers till z.
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Ovning 3.1. Forst och framst har vi att

m n m+n
i N "
g"og"=(gogo...0og)o(gogo...0og)=(gogo...0g), (1.4)

vilket visar att méingden &r sluten under gruppoperationen. Da vi har defi-
nierat ¢° = e, s finns det ett enhetselement i mingden. Det #r vidare klart
att inversen till ¢g" dr ¢g—", som ocksa ligger i méngden. Associativiteten foljer
direkt av att G &r en grupp, eller genom att notera att

g" o (9" 0g") =g = (g" 0 g™) 0 g". (1.5)
Ovning 3.3. Genom att anvinda oss av ekvationerna i (3.1) far vi att

o1 0 p(abc) = o1(cab) = (cba) = o2(abe)
o1 0 o3(abe) = o1 (bac) = (bea) = p*(abc)
o3 o ag1(abc) = o3(ach) = (cab) = p(abe).
Ovning 3.5. Vi ska alltsa visa att antalet element i méngden {¢g" : n € Z}

har lika méanga element som ordningen av elementet g. Ordningen m &r det

minsta positiva heltal sadant att ¢™ = e. Detta betyder att alla element

e, g, gQ, o ,gm*1 ar olika, eftersom om g™ = ¢g"2, dér ni,ne < m och ny < no,

sa betyder det att

g7'L2 o g—n1 — gnl Og—n1 (16)
vilket ger att

g =e. (1.7)

Detta motséger att m dr det minsta positiva heltal sadant att ¢ = e. Alltsa
ar de m elementen e, g, g%, ..., g™ ! olika. Dessutom kan vi visa att elementet
g" dér n > m kan skrivas som

gn — gqm Ogn—qm — 4 Ogn—qm —e Ogn—qm — gn—qm (18)

dér ¢ ar valt sa att 0 < n—qgm < m, det vill séga att ¢g” redan finns i méngden
{e,9,9%,...,9™ 1}. Detta visar att (g) har exakt m element.

Ovning 4.1. Enligt antagandet att n = a (mod p) och m = b (mod p) sa
finns det heltal k och [ sadana att

n=a+kp
m=0b+Ip.

Detta ger oss att
n+m=a+b+(k+1)p

vilket enligt definitionen av modulo betyder att n +m = a + b (mod p).

48



Ovning 4.3. Vi maste visa att for varje element ¢ € Us sa finns det heltal k
och [ sadana att 2¥ = g (mod 5) och 3! = g (mod 5). Vi beriiknar de forsta
potenserna av 2 och 3. Kom ihég att var notation betyder ¢" = g-59-5--- 5 9.

—_—

n

Detta betyder att (2) = (3) = Us. Lat oss se vilken cyklisk grupp som 4
genererar:

Alltsa ar {1,4} en delgrupp till U,,.

Ovning 5.1. Vi visar att 3 alltid delar m = n?3 —n = n(n3? — 1). Om n &r
delbart med 3, sa ar det klart att m &r delbart med 3. Antag nu att n inte &r
delbart med 3. Fermats lilla sats séger oss da att

n*=1 (mod 3).
Detta ger oss att
m=n(n*)-1)=n(1-1)=0 (mod 3).
Vi har saledes visat att m alltid &r delbart med 3.

Ovning 5.3. Vi kan kontrollera att {0,2} &r en delgrupp till Z4. Méngden &r
sluten eftersom 2 442 = 0, och vi ser att 27! = 2. Sidoklassen som innehaller
1 ar {1,3}. Vi far da att

Zy=HUI1H.

Ovning 6.1. Kom ihag att p o o betyder forst o sedan p. Vi far att

poo:12345+——53412
cop:12345+——45231 (1.9)
pop:12345+—12345.

Eftersom po p = € sa ser vi att p~! = p.

Ovning 6.3. Nej, gruppen Perm(X) ir inte abelsk eftersom exempelvis per-
muationerna

p:1234+—2134 och 0:1234+—1324 (1.10)
uppfyller
poo:1234+——2314 och ocop:1234+—3124. (1.11)

Alltsa har vi att po o # g o p.
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Ovning 7.1. Eftersom o(2) = 2 och o(5) = 5 men o(z) # = for alla andra
x € X, sa ar det alltsa tva element i X som fixeras av o. Alltsa ar svaret att
F(o)=2.

Ovning 7.3. Vi ser att

(7.00)(a) = o(o(a)) = o(b) = ¢
(0:00)(8) = o(o(8)) = 7(c) = a
(7.00)(c) = 0{0(c)) = oa) = b 12
(coo)(d) =0c(c(d)) =o(d) =d.

Dirmed giller 02 = 0 0 0 = p. P4 liknande sitt visas det att 02 = €. Nu ser
vi att 0* = 0003 =0 0e =0, och pa samma siitt att

oO=p, od=¢ o =0 o=y, (1.13)
och sa vidare. Alltsa har vi att
<U> - {070 03 U U ) } - {Ua Ps 6} G. (114)

Vi ser att G ar den cykliska gruppen genererad av o. I synnerhet &r G en
grupp.
For att bestimma banan till a: Notera att e(a) = a,0(a) = b och att p(a) =

Alltsa har vi att a,b,c € Ga. Men det finns ingen permutation 7 € G sadan
att 7(a) = d. Alltsa maste d ¢ Ga. Vi har alltsa visat att

Ga ={a,b,c}. (1.15)

For ovrigt géller Gb = Ge = Ga och Gd = {d}.
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