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Inledning

Denna studie utgér en del av projektet Gymnasieskolans mal och hogskolans
forvantningar. Syftet med projektet &r att kartlagga studenternas kunskapsniva nér de
borjar sina hogskolestudier, och jamfora denna niva med vad KTH i de forsta
matematikkurserna forutsatter att studenterna kan. | denna studie vill vi undersoka
kunskapsnivan genom att studera vilka fel en grupp studenter pa Oppen Ingang har begétt
patentamen i introduktionskursen i matematik. | projektet ingar aven andra studier av fel
I studenters |6sningar, t.ex. det arbete som studenterna Emma Enstrom och Sara | saksson
har gjort om fel patentamen i kursen Matematik 1.

Ett naturligt sétt for en larare att utvardera hur studenterna har mottagit undervisningen i
en kurs & att studera vilkafel de gor patentamen. Ofta gor man detta helt informellt i
samband med att man réttar tentamen. Om man forsoker gora detta mera formellt, kan
man studera | 6sningsfrekvenser for de olika uppgifterna. En sddan studie kan visa hur
olika kursavsnitt har fungerat. Férdelar med en sadan studie &r att resultatet blir objektivt
och kvantitativt. En nackdel & att |6sningsfrekvensernainte kan visa varfor studenterna
har haft svarigheter med uppgifterna. Man vet efter en sddan studie vad som skall fungera
béttre, men inte hur man skall uppna att det fungerar béttre. For att fa narmare
information om varfér studenternainte har lyckats |6sa uppgifterna, kan man forsoka
avgoravad deras fel beror pd. Detta ar betydligt svarare, eftersom studenternas fel i regel
kan tolkas pa flera olika sétt. Den som gor studien maste ofta gissa hur studenterna har
resonerat. Resultatet blir subjektivt, eftersom det &r en tolkning. Ett alternativ for att fa ett
mera detaljerat och nyanserat resultat kan vara att intervjua studenterna, men detta kréver
en betydligt stOrre arbetsinsats, och resultatet &r fortfarande en tolkning.

Denna studie omfattar dels en kvantitativ analys baserad pa |6sningsfrekvenser, dels en
kvalitativ analys med fokus pa varfor studenternainte har klarat av att |6sa uppgifterna.
Dessa resultat bygger inte pa ndgraintervjuer, utan bara pa studenternas inlamnade
skriftligalOsningar. | den kvalitativa analysen & malet att sa noga som majligt beskriva
de fel som studenterna har gjort, samt reflektera 6ver varifran de observerade bristerna
hérstammar.

M aterial

Denna studie omfattar de fel som studenterna p& Oppen Ingéng har gjort pa tentamen
2004-08-27 i kursen 5B1120 Introduktionskurs i matematik, 1 poang. Tentamen gavs i



tva versioner, och denna studie omfattar endast version A. Det ger ett material som
omfattar 52 studenters |6sningar till de 9 uppgifter som fanns pa tentamen.

Uppgifterna pa tentamen var:
1. Forenklafoljande uttryck salangt som méjligt (x + 3)2- X2
2. Kvadratkomplettera uttrycket x2+ 6x - 7.
3. LOs ekvationen X2+ 4x —7 =0.

3 5/2
4. Férenkla uttrycket “gza .
a

5. LOs ekvationen 5 = 3.

=2t
. L6 r form nT:e )
6. Losut t ur formel =
7. Vad & sinvdacosv=-1/3, O<v<g?
8. L6s ekvationen cos 2x = cos X.
9. Ritakurvan (x + 3)2+y2=0,

Skrivtiden var 60 minuter, och inga hjalpmede! var till&tna. Man kunde fa 1p per uppgift
och for godkant krévdes 6p.

Kvantitativ analys

L 6sningsfrekvenserna for de respektive uppgifterna var:

Uppgift nummer 1 2 3 4 5 6 7 8 9
Antal felaktiga 16sn 2 16 9 12 11 10 27 37 19
Losningsfrekv (%) 96 69 83 77 79 81 48 29 63

Man kan notera att nastan alla klarade att |6sa den forsta uppgiften. Uppgifterna2 — 6
|6stes av cirka 70 — 80 procent av studenterna. Uppgifterna 7 och 8 gick samst, och |6stes
av mindre an hélften av studenterna. Dessa uppgifter handlar om trigonometri. Uppgift 9,
som handlar om att ritaen cirkel utifran en given ekvation, innebar ocksa problem for
manga studenter. Den l6stes av cirkatvatredjedelar av studenterna. Den genomsnittliga
|6sningsfrekvensen & 69%.

Kvalitativ analys

For att identifiera viktiga fel som begas av manga studenter kan det vara en hjap att
kategoriserafelen. Fel & i allmanhet svara att kategorisera. For det forsta maste man
alltid gora en subjektiv tolkning av studentens |Gsning. For det andra gér fel att beskriva
pamanga olika sétt, och ur olika synvinklar. En metod for kategorisering ar att utga fran
de uttolkade kompetenser som Palm m.fl. definierar [1]. Det arbete som CL-studenterna
Emma Enstrom och Sara I saksson har gjort inom ramen for detta projekt utgar fran dessa
kompetenser.

En annan metod &r att i likhet med Ljung m.fl. forsoka kategorisera felen oberoende av



vilken kompetens de visar brister inom [2]. Detta tillvagagangssétt har anvantsi denna
studie. Kategoriseringen grundas enbart pa likheter mellan beskrivningarna av felen. Efter
kategoriseringen analyseras vilka brister felen avslgjar inom de respektive
kompetenserna, eller i matematiska d&mnesomraden, eller om man kan dra nagra andra
Slutsatser av felen.

Det & viktigt att kommaihag att kategoriseringen inte &r ett mal i sig, utan at hja pmedel
for att kunna hantera en stor mangd data. Eftersom kategoriseringen &r subjektiv, sdkan
studier gjorda av olika personer skilja sig mycket pa den hér punkten. Det viktiga ar
emellertid analysen av felen och de slutsatser man drar. Dessa kan bli likartade trots olika
metoder fOr kategorisering.

Ibland kan man inte uttala sig om varfor en student inte har klarat av att |6sa en uppgift,
exempelvis da studenten inte har skrivit ndgonting. Ur den kvalitativa analysens
synvinkel & sddanafel ointressanta, och exkluderas darfor har. Vi fokuserar istéllet pa
sadana fel dar det som studenten har skrivit pa ndgot sétt belyser varfor studenten har
misslyckats med att |6sa uppgiften. | ndgot fall innehdller en 16sning flera olikafel som
kan beskrivas. Dainkluderas alafeleni analysen. Materialet omfattar 52 tentaminaa 9
uppgifter, vilket ger ett totalt antal uppgifter som &r 468. Av dessa & 143 uppgifter
felaktigt |6sta. Bland dessa har 94 fel kunnat beskrivas.

Beskrivningen av fel gor inga ansprak paatt bli uttmmande, och alafel kan inte
omnamnas hér. Fokus ligger pa sadana fel som antingen har gjorts av ett antal studenter,
eller paenstakafel som &r viktiga for tolkningen av hur en student har resonerat. Bland
de beskrivnafelen har foljande kategorier definierats:

Trigonometri

Potenser

Logaritmer

Felaktig, omotiverad formel
Bristande rknefardighet

Hantering av ekvationer eller uttryck

Observera att dessa kategorier ar av olika karaktar. De tre forsta utgor amnesomraden,
medan de tre sista & relaterade till studentens resonemang och arbetssétt. Ett fel kan
passain under fleraolika kategorier. Exempelvis kan ett visst fel omfatta bade
trigonometri och en felaktig, omotiverad formel. | sddanafall har felet kommenterats
under alla de kategorier som felet passar in under. | detta ssmmanhang & huvudsyftet att
beskrivafelen kvalitativt, snarare an att kvantisera hur vanligt ett sarskilt fel ar, aven om
en del noteringar av kvantitativ karaktar férekommer.

Trigonometri

Uppgifternaom trigonometri var de som hade l1&gst |6sningsfrekvens. Av de beskrivna
felen har 33 sorterats under kategorin trigonometri, dvs. cirka en tredjedel. Bland dessa
kan man urskilja foljande typer av fel:

En vanlig feltyp &r att studenten missar att ekvationer av typen cosx = k har tvaldsningar



per varv. Dennatyp av fel forekommer 10 ganger. Felet visar sig i l6sningarnatill uppgift
7, men &ven i uppgift 8, dar manga studenter havdar att ekvationen cos 2x = cos x medfor
att 2x = x, utan att tanka pa periodiciteten eller att det finns [Gsningar for -2x = x + 2zrn.

En annan framtréadande feltyp av alvarlig art som géller trigonometri &r att studenten inte
skiljer pavinklar och cosinus av vinklar, t.ex. pa cosx och x. Studenten kan skrivat.ex.
cosx = 60°=1/2. Fel dér cosinus av en vinkel sétts likamed en vinkel férekommer i 7 fall.
Fel av dennatyp skulle ocksa kunna beskrivas som bristande hantering av ekvationer och
uttryck.

En del studenter pastar att sinus eller cosinusi ndgot fall har ett varde som &r storre an 1.
Dettafel forekommer 4 ganger.

Potenser
16 av de beskrivna felen handlar om potenser och potenslagar.

Ett vanligt fel, som forekommer 9 ganger, &r att studenternainte vet hur man skall skriva
J; som en potens. Foljande varianter férekommer i studenternas |dsningar:
Ja* =av
a®2 = ba?
Ja* =
/a3 - a(3-1)
Ja® = 3\/;
/ @ = (as) 13

Det &r uppenbart att studenterna inte & vana att omvandla ett rotuttryck till ett
potensuttryck.

Tva studenter missar att kvadraten av ett negativt tal blir positiv.

L ogaritmer

12 av de beskrivna felen handlar om logaritmer. Felen vittnar tydligt om att manga
studenter inte behérskar logaritmlagarna. Dessafel skulle ocksdi stor utstréckning kunna
beskrivas som anvandande av felaktiga, omotiverade formler. Jag ger hér nagra exempel
pa pastdenden som studenterna har skrivit:

IN5/In3=1n(5-3)

IN5/In3=In5-In3

In (Tn¥?) = 5 In (Tn)

In(@a/b)=Inal/lnb

Ine=e

InT-InJn =Tn



Felaktig formel

Ett mycket stort antal fel beror pa att studenterna anvander felaktigaformler. Dessa
formler kan gdllatrigonometriska relationer, |6sningarnartill en andragradsekvation,
potens- eller logaritmlagar, Pythagoras sats m.m. Studenterna prévar inte om en formel
som de tror sig komma ihag kan vara giltig. Eftersom gransdragningen for denna
felkategori &r svar att gora, & det meningslost att forsoka ange hur ménga ganger detta fel
har forekommit.

Anmarkning: Denna felkategori hanger ihop med en kulturkrock mellan gymnasiet och
hogskolan. Pagymnasiet & studenterna vana att anvanda formelsamling. Déarfor &r deinte
vana att behova hérleda eller kommaihag formler, eller kunna avgora om en formel kan
varariktig.

Bristande ré&kneférdighet

Ett stort antal fel beror parenaraknefel. Hit réknar vi t.ex. de fyraraknesétten, felaktiga
kvadreringar, tappade minustecken, m.m. Det mest férvanande &r dock ett antal fall dar
studenternainte inser att eller hur de kan forenkla elementéra uttryck:

Nagra exempel dar en kvot i kvadrat forenklas genom att utféra divisionen innan
kvadreringen:

6 2
Exempel 1: Studenten har kommit fram till uttrycket (2) — 7, och beréknar dettatill
36/2—14/ 2. Om studenten istéllet hade utfort divisionen forst, sa skulle det kanske ha

2
blivit rat: (gj 7 =3_7=9-7=2

8/2 8
Exempel 2: Studenten vill forenkla uttrycket a ;— och kommer fram till J{ dar det tar
a a
stopp. Aven hér verkar det rimligt att studenten hade kommit langre genom att borja med
8/2 4
divisionen: —— = a—2 =a’.
a a

Exempel 3: Studenten har misslyckats med samma uppgift genom att skriva

8/2
a

2
a

=a%? —q4?. Det blir enklare om man dividerar forst.

2
Exempel 4: Studenten beraknar [;j till 8/ 4. Om studenten hade dividerat fére



2
kvadreringen hade det antagligen gétt béttre: Gj =2"=4.

Nagra exempel med potenser, exponentialfunktioner och kvadratrotter:
Exempel 5: Studenten skriver att e2=t e2 . Tvastudenter gor dettafel.

Exempel 6: Studenten skriver att 3<= 3x. Ar dettabaraslarv, eller & det okunskap? Hur
snabbt kan man glémma vad man haller pa med?

Exempel 7: Tva studenter pastar att /11 =3-/2 .

Hantering av ekvationer eller uttryck

Ett framtradande fel &r att studenter blandar ihop férenkling av uttryck och lésning av en
ekvation. Studenterna verkar inte haklart for sig vad de haller pA med. Exempel:

En student skall 10sa en ekvation. Studenten forenklar vansterledet, men anvénder aldrig
hogerledet. Som svar presenteras det forenklade vansterledet.

En annan student skall genomfoéra en kvadratkomplettering. Studenten bildar en ekvation
av uttrycket genom att sdtta det lika med noll, och |6ser sedan ekvationen.

En student skall forenkla ett uttryck, och har kommit fram till 6x+9. For att " férenkla
vidare delar studenten med 3, och skriver alltsa 6x+9 = 2x+3. En annan student
"forenklar” samma uttryck genom att sétta det lika med noll, och bestémmer sedanx till
-3/2.

Aven ett av felen som finns beskrivet i avsnittet om trigonometri kan tolkas som att
studenten inte & klar éver skillnaden mellan ekvationsl 6sning och férenkling. Studenten
skrev cos(x) = 60° = 1/2.

Diskussion och slutsatser

Materialet omfattar 52 tentamina. Det betyder att om fem studenter begér ett sarskilt fel
samotsvarar det omkring 10 % av studenterna som ingdr i studien. Eftersom materialet
som studien baserar sig pa & ganska litet och bara kommer fran ett studieprogram pa
KTH, sd kan man inte dra nagon saker slutsats om hur stor andel av studenterna pa KTH
som skulle gora dettafel. Andelen varierar sikert fran program till program. Det program
som studien baserar sig pa & Oppen ingang, vilket innebar att studenterna senare véljer
vilket program de vill g Man hittar alltsa dessa studenter pa alla program senare, men
man kan anda inte havda att de skulle representera alla program, eftersom det inte finns
nagon anledning att tro att t.ex. de studenter fr&n Oppen ingéng som senare véljer
programmet Elektroteknik skulle representera den genomsnittliga studenten pa
Elektroteknik. Men syftet med denna studie &r inte att kunna fastsla hur manga som gor
vissafel, utan att identifiera viktigafel som forekommer. Om fem av de 52 studenterna
som studien baserar sig pa har gjort ett fel sd ar det tillrackligt manga for att man kan saga



att det &r ett fel som manga gor. Dessutom maste man tanka pa att vi inte har kunnat
beskrivaalafel. Defel som vi inte har kunnat beskriva doljer sannolikt ytterligare
exempel paliknande brister. De svagaste studenterna kanske inte [amnar in nagot
|6sningsforslag alls.

Trigonometri & ett omrade som manga studenter har arbetat med pa gymnasiet, men inte
tillrackligt mycket for att beharska det val. Manga studenter uttrycker i undervisnings-
situationer att trigonometriska ekvationer & svara. Detta avspeglas tydligt av
|6sningsfrekvenserna pa uppgifterna om trigonometri. Det & uppenbart att manga har
problem pa detta omrade, och den kvalitativa analysen visar att manga studenter saknar
aven de mest grunlaggande kunskaperna om de trigonometriska funktionerna. En dutsats
kan vara att man pA K TH maste &gna meratid & de trigonometriska funktionernai
matemati kundervisningen.

Potenser och logaritmer verkar ocksa vara omraden som studenternainte beharskar savél
som man pa KTH 6nskar. Man kan tycka att det som studenternafaller pa &r ett ganska
isolerat fel, ndr de misslyckas att omvandla en kvadratrot till en potens. Men den stora
mangd varianter som finns foreslagnai studenternas |6sningar visar en stor generell
osakerhet om hur man skall hantera potenser, eller kanske formler i storsta allménhet.
Detta hanger samman med den kategori som kallas anvandande av felaktiga, omotiverade
formler. Om studenterna vore meravanavid att avgéra om en formel som detror sig
minnas kan varariktig, skulle de kanske kunna klara av bade potenser och logaritmer
béttre. En slutsats kan vara att man pa ett tidigt stadium i matematikundervisningen bor
prata om formler. Studenterna kan behova reflektera 6ver vad det innebér att en formel &r
sann, giltig, eller falsk. Man kan ocksa ta upp vad det innebér att bevisa eller falsifieraen
formel. Det vore nog ocksa bra att i en inledande kurs behandla bade potenser och
logaritmer fran borjan.

Defel som har beskrivs som bristande raknefardighet eller hantering av ekvationer och
uttryck verkar varaalvarliga. De visar pa grundl&aggande brister i manga studenters
begrepps- och kommunikationskompetens, definierade enligt [1]. Dessa brister har i
manga fall sannolikt sitt ursprung i missforstand eller luckor redan under grundskole-
tiden. Manga studenter verkar osakra dver likhetstecknets funktion, och 6ver ekvations-
l6sning i allméanhet. Det & mycket svart att uppskatta hur manga studenter det kan handla
om, men en gissning kan varamellan 10 och 20 procent av studenterna. En slutsats kan
vara att studenterna behtver anvanda matematik mera, och att presentationen av
matematiska resonemang maste lyftas fram merai undervisningen.
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