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1 Inledning

I denna rapport inventerar vi de forvintade och dnskade forkunskaperna i matematik vid KTHs
civlingenjorsutbildningar sd som de tar sig i uttryck i tva frivilliga introdukitons- och
repetitionskurser. KTHs sommarmatematik ar ett nitbaserat sjdlvstudiematerial som alla
nyantagna studenter rekommenderas att ta del av under sommaren innan de borjar vid KTH.
Kursmatenalet aterfinns pa hemsidan for KTH Matematik, http://www.math.kth.se , for
nirvarande under adressen http://www.math.kth.se/SMK4/ . Introduktionskurs i matematik, Ip,
ar en icke-obligatorisk matematikkurs som ges under mottagningsveckorna for de nyantagna
studenterna. Som kurslitteratur anvinds de fem forsta kapitlen i Mot bdittre vetande i matematik
av A Dunkels m fl. Lasanvisningar till denna kurs finns ocksa pd KTH Matematiks hemsida, for
nédrvarande under adressen http://www.math kth.se/math/student/courses/5B1120/200405/_ .

Sévil KTHs sommarmatematik som Introduktionskurs i matematik ar utformade sa att de maste
uppfattas som utpriglade repetitionskurser, dvs materialet behandlas pa ett sddant sitt att
forutsitter en tidigare mer grundliggande behandling. Per definition 4r det ocksa material som
KTH Matematik anser vara relevanta och viktiga forkunskaper for fortsatta studier vid KTH.
Kurserna kan alltsd ségas utgora ett uttryck for dnskade och forvintade forkunskaper.

Tanken bakom denna inventering &r att den skall kunna utgéra ett underlag vid jimforelser av
de vid KTH forvintade och dnskade forkunskaperna med gymnasieskolans mal och ambitioner i
matematikundervisningen.

1.1 Avgransning

Vi intresserar oss i denna rapport endast for det stoff som forekommer i de tva ndimnda kurserna.
Exempelvis behandlas inte differential- och integralkalkyl. Uppgiftema ar dérfor ocksa av
utpriaglad rdknefardighetskaraktir. Detta skall inte tolkas som att KTH inte har nigra
forvantningar pa forkunskaper inom t ex problemlésningsformaga, begreppsforstaelse (utdver
vad som krévs for att 16sa uppgifter av nedanstdende typ) eller inom differential- och
integralkalkyl.

Skalet till denna avgrénsning &r att de ovanndmnda kurserna ér ett enkelt och relativt tydligt
uttryck for de forvéntade och 6nskade forkunskaperna just inom de omrdden som behandlas.
En motsvarande inventering av andra stoffomraden och kompetenser forefaller svérare att gora,
och kréver andra metoder.

1.2 Val av exempel



Rapporten har formen av en exemplifierad katalog 6ver begrepp, kunskaper och fardigheter.
Ovningar av olika svérighetsgrad och komplexitet forekommer naturligtvis; exemplen &r valda
sa att de utgor typiska uppgifter av ndgot hogre svérighetsgrad. Annorlunda uttryckt ger viinte
exempel som &r introducerande, l4tta Gvningar och ej heller har vi valt ut de svaraste, mer udda,
uppgifterna.

Observera att samtliga 6vningar i princip dr tdnkta att 16sas utan formelsamling (dven om
naturligtvis kursmaterialet finns tillgéngligt under 6vning) eller raknare.

Det mesta av stoffet forekommer 1 bagge kurserna; vi papekar i denna framstéllning explicit nér
sd inte &r fallet.

2 Férekommande stoff: En katalog

2.1 Aritmetik och elementar algebra.

Aritmetik med rationella tal. Dubbelbrak.

_ 1/3+1/4
Exempel 1:  Forenkla foljande uttryck 1/75
2
r_=%
Exempel 2:  Berdkna g 9 )
9
(3H
Exempel 3:  Berédkna T33

Minsta gemensam nimnare.”
Kvadratrotter.

Exempel 4: Skriv om sa att nimnaren inte innehaller rottecken:

1-(3-1"

Exempel 5:  Férenkla (ﬂ ~J3 )2.

Exempel 6: /916 — (pricka for ett alternativ) = 24 , 26, 28.

Algebraiska forenklingar. Tecken och parenteshantering. Kvadrerings- och konjugatregeln.
Rikning med enklare rationella uttryck. Rdkning med mer sammansatta rationella uttryck
Minsta gemensamma nédmnare. Att férenkla uttryck (och kunna bedéma vad som anses som en
forenkling).
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Exempel 7:  Férenkla (p+¢g)(p—q)—(p — q)2 )

4x—Ty (5x+2y q
9y 12y '

Exempel 8:  Forenkla

a+2b 2a+b
+

Exempel 9:  Sitt foljande uttryck pa gemensamt brakstreck 1+ 1 1 1

cx —1 cx —1
a +ab* a’*-ab

Exempel 10: Forenkla .
a’ —ab? a’+ab

2.2 Formelhantering m.m.

Hantering av formler (identiteter), att 16sa ut variabler.”

I 1 1 1
=+ +

Exempel 11: Los ut R ur formeln — = — .
PARE R R R, R

2.3 Polynom och polynomekvationer

Definition av polynom av grad m och tolkning av densamma (att kunna identifiera ett polynom
och att kunna skriva ett polynom pa standardform).#

Kvadratkomplettering (iven med parametrar’). Bestdmma nollstillen och extremvirden ifrén
kvadratkompletterad form.* Formeln for 16sning av andragradsekvationer.

Exempel 12: Kvadratkomplettera 3x2 — 24x + 40 -
Exempel 13: Los ekvationen 4x2 —4x+1=0-

Exempel 14:  Lbs ekvationen 15(x — 2)* =16(x — 2).

Faktorsatsen. Kinna till begreppet ”dubbelrotter”. Divisionsalgoritmen for polynom.*
Polynomdivision med liggande stolen” (och direkt division) med tillimpning pa 16sning av
tredje ordningens polynomekvationer med en kind rot. Teckenstudier av polynom.

3x° +2x% + x+11

Exempel 15: Utfor polynomdivisionen 5
X +4x+5

Exempel 16: Los ekvationen y3 + 2x2 —1=0).

Exempel 17: For vilka x géller olikheten 3 —3x2 +2x>0.

2.4 Rationella funktioner
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Faktorisering av tdljare och nimnare. Teckenstudier av faktoriserade rationella funktioner.

Exempel 18: Los olikheten men se forst till att f4 0 pa en sida om olikhetstecknet:

l<2x—1.

X
2.5 Allmant om ekvationer

Multiplikation av biigge led i ekvation med gemensam nollskild faktor. Addition av en och
samma term till bigge led.

Linjira och rationella ekvationer.
) ) 3 5 2 5
Exempel 19: Los ekvationen — + — = —+ —.
2x 6x 9 3x

Kinna till begreppen obekant, till skillnad frian parameter.” Kunna losa ekvationer med
parametrar och forsta inneborden av ekvationen kan bli singulér (dven om det ordet inte
anvands) for vissa viarden av parametrarna (linjdra och enklare rationella ekvationer)*
: X 2
Exempel 20: L3s ekvationen + =1.
xX+2a x-3

Enklare potensekvationer och deras losning med logaritmering (se nedan).

Ekvationer med absolutbelopp.”
Exempel 21: Los ekvationen \x — 3‘ +x=35.

Losning av ekvationer som innehaller t.ex. kvadratrotter, dir 16sningsproceduren kan ge
upphov till ”falska rotter”.

Exempel 22: L&s ekvationen J; —1=/x-9.

Substitutioner vid ekvationslosning.
Exempel 23: Los ekvationen 6**' + ¢3* =222 . (Ingen ledning om substitution ges i
uppgiften, men losta exempel finns strax tidigare i texten.)

Trigonometriska ekvationer (se nedan)
2.6 Potenser, logaritmer och exponentialfunktioner

Tolkning av positiva, negativa och brutna exponenter. Definition av n-te roten ur icke-
negativa tal for positiva heltal n. Definition av n-te roten ur godtyckliga reella tal for udda
heltal n.

Rékning med potenser och logaritmer (huvudsakligen naturliga logartimer). Potens- och
logaritmlagarna. Logaritmer 1 godtycklig bas definieras, men de rekommenderade dvningarna
behandlar huvudsakligen den naturliga logaritmen. Laroboken Mot bdttre vetande i matematik
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som anvénds pa Introduktionskurs i matematik behandlar ocksd sambandet mellan logaritmer i
olika baser, men KTHs ldsanvisning anger inga 6vningar pa basbyte i logaritmer; vi anser darfor
att detta moment inte ingar 1 introduktionskursen.

Fardighet i numerisk rikning och ekvationslosning.

116
Exempel 24: Berdkna 4 a .

Exempel 25: Berikna 8A/(_ 2)8 .

Exempel 26: Berikna 6/25 —3/_5 4 %4 .2/=100000 -

Exempel 27: Avgor, utan approximationer (dvs med hjélp av potenslagarna, forf anm), vilket

av talen som &r storst: 3/7 och 4/13.
i} 1
Exempel 28: Bestim In— +21n Je.
e
Exempel 29:  Skriv p4 formen ¢9: 3/5.

Exempel 30: L&s ekvationen (ln x)2 =|n xz.

Exempel 31: Lbs ekvationen Inx + In(x +4) =In(2x + 3) |

Exempel 32: Los ekvationen 539x —_ /15().

2.7 Trigonometri

Vinkelmitt i radianer. Sinus- och cosinusfunktionerna (definierade pa R / enhetscirkeln)
och deras grafer. Tan-funktionen.” Sinus- och cosinus i ritvinkliga trianglar och for
standardvinklar. Begreppen frekvens, amplitud och fasforskjutning. Trigonometriska
formler som studenten forvintas kunna (d v s ha memorerat eller snabbt kan harleda vid
behov): trigonometriska ettan, additionsformler, dubbla vinkeln, halva vinkeln,
periodicitetsformler, symmetriformler, omvandling sinus och cosinus. Kénna till
produktformlerna.* Losning av trigonometriska ekvationer.

Exempel 33: Bestim det exakta virdet av cos(13m + 351 /6).
X
Exempel 34: Rita i samma koordinatsystem kurvorna V = COSX och y =cos 5

Exempel 35:  Los ekvationen cos4x =1/2.

Exempel 36: Los ekvationen 08 3x =cos(x —m /6).

Exempel 37: Los ekvationen sin2x —4cosx=0.

Exempel 38: Visa att for alla v giller att cos3v =4cos> v — 3cos V-
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2.8 Funktionslara och analytisk geometri

Kéinna till begreppet existensomriade (definitionsmingd) och inneborden av ej definierad
for”.” Forstaelse for naturliga definitionsméngden for kvadratrots- och logaritm-
funktioner.* Kunna bestimma definitionsméngd till funktioner som dr kvadratrétter ur
rationella funktioner respektive logaritmer av polynom.*

7—x3

x—1

Exempel 39: Bestidm definitionsméngden for funktionen \/ x2 =3x+

Exempel 40: Bestdm definitionsméngden for funktionen In(12 + x — xz) :

Evaluering av funktioner. Sammansittning av funktioner.”

Exempel 41: g(x) ZM. Bestam g(0.5).
X

1
Exempel 42: Man haratt f(x)=Xx— " och g(x)= 3x? +1. Bestim g(x —1) och
X

f(gx)).

Absolutbelopp: definition, geometrisk tolkning, ekvationer”
Exempel 43: Los ekvationen ‘x - 3‘ +x=3.

Grafisk och symbolisk representation av rita linjer pa formen y = kx + m (styckvis

linjéra funktioner”), andragradskurvor (parabler, ellipser * och hyberblar *), potens- och
exponentialfunktioner (och logaritmfunktioner *).

x+1, x<O0
Exempel 44: Rita kurvan y = .
EXCmpeL i Yok 41 x20
Exempel 45: Rita kurvan (x — 2)2 + y2 =1.

Exempel 46: Rita kurvan (y —1)* =2x.
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Exempel 47: Bestdm den geometriska betydelsen av ekvationen och rita motsvarande kurva:

X +2x+y -4y +4=0
Translationer (och dilatationer”) av funktionskurvor.

Asymptoter: Grafisk representation av funktioner av typen y =1/ ()c2 + ax + b), inklusive

bestdmning av vertikala asymptoter (forekommer som exempel i samband med faktorisering av
andragradsuttryck)’. Asymptoter till (origo-centrerade) hyperblar.”

Kiénna till begreppet ”invers funktion” och att inversens graf fas genom speglingi V =X
(speciellt exponential - logaritm-par).*

3 Avslutande kommentarer
3.1 Stoff som inte kan forvantas inga i gymnasiets kurser A - D

Vissa delar av ovanstaende stoff dr sddant som det dr mer eller mindre vélkéant att det inte ingar i
gymnasiets kurser A — D i matematik.

e Polynomekvationer, faktorsatsen och polynomdivision (Exempel 15 och 16) ingér i
gymnasiets Kurs E, men ej 1 lagre kurser. Detta framgar av t ex liromedlet Matematik
3000, ett av de vanligast forekommande. I kursplanen for Matematik C stér visserligen
att eleven efter avslutad kurs skall kunna l6sa polynomekvationer av hogre grad genom
faktorisering, men atminstone i det studerade liromedlet tycks detta inte ha
implementerats. Erfarenhetsmissigt ar detta ocksa nytt stoff for manga studenter.

e Kigelsnitt i allménhet, och speciellt cirkelns ekvation i sin allminna form, (Exempel 45
—47) kan inte sdgas inga 1 gymnasiets kurser A — E, d&ven om det naturligtvis kan
forekomma enstaka exempel i vissa lairomedel. Kagelsnitt omnidmns ej i kursplanerna for
gymnasiets kurser A — E.

3.2 Fragor att ga vidare med

Under varen 2005 kommer vi 1 en enkdt till gymnasieldrare i Stockholmsomradet be dem
bedoma ett urval av de exempel som hér har redovisats, med avseende pd hur dessa forhéller sig
till de faktiska kunskaperna hos gymnasister 1 olika betygskategorier. Vi planerar ocksa att

anvinda materialet i denna rapport som underlag for jimforelser med innehéllet i de nationella
proven i matematik och i ndgot av de vanligaste liromedlen pa gymnasiet.
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