KTH
Matematik

Extra uppgifter pa differentialkalkyl
SF1621 Analytiska metoder och linjar algebra 2 for OPEN och T

Inledande om grafer, nivakurvor mm

1. Skissa grafen och nivakurvorna till funktionen f(z,y) = v/4 — 22 — y2. Vad
ar definitionsméngden? Vad ar virdeméngden?

2. Skissera grafen och nivakurvorna till funktionen f(z,y) = y?. Vad ér defi-
nitionsméngden? Vad &r virdeméngden?

3. Skissera nivakurvorna och grafen till funktionen f(z,y) =1—x —y.

4.  Skissera foljande méngder i R? och avgér om de dr éppna, slutna, be-
gransade, kompakta, sammanhéngande. Finn alla randpunkter.

My ={(z,y);x >0,y <1—2z}

My = {(z,y);0 <y <1-—2%}

Mz ={(z,y);2* =2z +y* + 4y + 1 < 0}
My =A{(z,y)ilz+yl <1, |z —y[ <1}

5. Lat M = {(x,y); vy — 2z < 1, 2> — 3y < 2, 2z + 4y < 5}. Ar M 6ppen? Ar
M sluten? Finn alla randpunkter och alla inre punkter till M.

6. Hur ser nedanstaende parameterkurva ut?

r(t) = (14 2t,3+ 4t,5 + 6t)

7. Berdkna griansvirdet om det finns, forklara annars varfér det inte finns:

lim (V/4t, ¢ + 1),



8.  Bestdm derivatan av r(t) = (v/2t,1?). Vad blir 7/(2)?

9.  Skissa kurvan r(t) = (t,e'). Kdnns den igen? Kan man skriva en ekvation
for kurvan pa nagot annat séatt?

10.  Skriv upp en ekvation for tangenten till kurvan r(¢) = (¢%,¢* + 1) i punkten
(1,2).

Gransvirde, kontinuitet

11.  Beridkna gréansviardet om det finns, forklara annars varfor det inte finns:

) 1l—2z—y
lim @ ————.
@y—12) 1 +z+y

12.  Berédkna gransvirdet om det finns, forklara annars varfér det inte finns:

lim /4 — 22 — 42

(z,y)—(1,1)

13.  Berédkna grinsviardet om det finns, forklara annars varfor det inte finns:

_ sin(z+y—1)
lim .
(zy)—10 x+y—1

14.  Berédkna gransvirdet om det finns, forklara annars varfér det inte finns:

lim ——a:y'
(z,)—(0,0) 22 4 y?

15.  Berdkna grinsviardet om det finns, forklara annars varfor det inte finns:

I'2y2

11m —_—.
(2,9)—(0,0) % + y4

%y

P ——) i origo sa att den blir

16.  Kan man definiera funktionen f(z,y) =

kontinuerlig dér?



Partiella derivator, differentierbarhet, tangentplan, gradient, riktnings-
derivata

17.  Lat f(z,y) = Tv +3y* + 1, g(z,y) = Twy och h(z,y) = /1 + x2y. Berikna
de partiella derivatorna till funktionerna f, g och h.

18.  Lat f(z,y) = 2z + 3y. Berikna de partiella derivatorna till f. Ar f linjir?
Vad ér i sa fall matrisen for f? Finns det nagon koppling mellan matrisen
och de partiella derivatorna?

19. Lat f vara som i foregaende uppgift. Bestam en ekvation for tangentplanet
till ytan z = f(z,y) i punkten (1,2,8). Kommentar?

20. Lat f(x,y) = 2®+2y* — 6. Bestéim tangentplanet i punkten (1,2, 3) till ytan
2= f(z,y).

21.  Lat f(x,y) = zln(5x — 2y). Bestam tangentplanet till ytan z = f(z,y) i
punkten (1,2,0).

8
22.  Lat f(x,y) = o —zy+ 1. Bestdm tangentplanet i punkten (1,2, 3) till ytan
Y

23.  Bestdm ekvationen for tangentplanet till ytan z3 + 2y + 323 + 2yz = 7 i
punkten (2, —1,1).

24.  Ivilken punkt dr 2z+y—3z = 8 tangentplan till ellipsoiden z2+1?+322 = 8?

25.  Bestéim gradienten till funktionen f(z,y) = x*+3y*. Bestim Jacobimatrisen
till samma funktion. Kommentar?

26.  Ivilka punkter ar funktionen i féregaende uppgift kontinuerlig? I vilka punk-
ter ar den differentierbar?

27.  Bestéim gradienten till funktionen f(z,y,z) = 2* + y? + cos (22 + 1).



28.

29.

30.

31.

32.

33.

34.

I vilka punkter ar funktionen i foregaende uppgift kontinuerlig? I vilka punk-
ter dr den differentierbar?

Finns det nagon funktion av typ R? — R som &r
(a) partiellt deriverbar men inte kontinuerlig?
(b) differentierbar men inte kontinuerlig?

(¢) kontinuerlig men inte partiellt deriverbar?
(d) differentierbar men inte partiellt deriverbar?

Lat f(z,y) = 2%y? +In(zy). Beriikna gradienten till funktionen f i punkten
(1,1).

Berikna riktningsderivatan till funktionen f i foregaende uppgift i punkten
(1,1) i riktning mot punkten (4, 5).

Beriikna riktningsderivatan i punkten (1,0) av funktionen f(z,y) = zye® ¥

C o 3/5
i riktningen (4/5).

Skidfenomenet Willemen Kundente ser alltid till att aka i den riktning dér
berget lutar kraftigast nerat. Vanligtvis aker han nerfér Kebnejaro, ett berg
som #r format ungefir som ytan z = e~ 273", Om han star utanfor ser-
veringen beldgen pa berget rakt ovanfor den punkt i xy-planet som har
koordinater (1/6,1/3) och dr redo att kasta sig utfor backen — i vilken rikt-
ning ska han aka?

Lat f(z,y) = zye® ~v* . T vilken riktning fran punkten (1,1) okar funktionen
snabbast?

Funktionalmatriser, linjir approximation

35.

T 2
Bestam Jacobimatrisen till avbildningen f(xy,z2,z3) = (1;@ —; I; )) Vil-
1723

ken linjér avbildning approximerar bést funktionen f i ndrheten av punkten
(1,1,1)7



36.

37.

38.

39.

40.

cost

Lat f(t) = (sint) och g(z,y) = 2> + xy. Berikna forst f'(t) %9 och 99

" Ox dy
och berdkna sedan (go f)'(t) pa tva olika sétt: dels genom att anvinda kedje-
regeln och dels genom att sédtta in f i g och derivera den envariabelfunktion
som man da far.

u? + v?

LYz och G(u,v) = W2 v2>' Berdkna Jaco-

Lat F(x,y,z) = (2x+3y+4z

bimatriserna for avbildningarna F' och G. Vad blir Jacobimatrisen for av-
bildningen G o F' i punkten (1,1,1)?

Bestdm den linjéra avbildning som i punkten (1,0, —1) bést approximerar

avbildningen f(z,y,z) = (gi 1 23 1 ii) Kommentar?

Bestdm den linjara avbildning som i punkten (1,2,3) bést approximerar

2
f(l’,y, Z) = (ez:fxg—Jl))'

T COSv

Bestam Jacobimatrisen till funktionen f(r,v) = (r sin v

). Vad ar determi-

nanten av denna matris? Ar matrisen inverterbar? Ar f inverterbar?



