1(16)

Patrik Svanstrom, IT1 och Fredrik Ostling, IT1

Algebra och geometri SF1624 -
Matlablaboration

2007-12-06

Kurs: SF1624
Handledare: Karim Daho



2(16)

Innehallsforteckning

LR 007 7014 4 U1 PR
Bilaga: MatlabKod........coooiere e

— — 0 3 W W

W N



3(16)

Uppgift 3.19"

Ett litet kraftverksbolag undersoker om det dr lonsamt att bygga ett kraftverk vid en & med
vattenforingen X, m*/s. Man kinner ej Xp, men naturvardsverket har tidigare gjort métningar
som visar att X maste uppfylla foljande ekvationer:

12=X,+X3
2+Xg=12+Xc
Xct16=Xp+2
XA+XD:16

dér X4, Xp och X¢ dr andra okénda vattenfloden. P& grund av de topografiska forhéllandena
vet man att Xy, Xp, Xc och Xp samtliga dr positiva. Om vattenforingen Xp dr minst 15 m’/s
anser man det vara 16nsamt att bygga ett kraftverk. Skall man med utgangspunkt fran de
gjorda métningarna skrinlagga projektet, genomfora det eller foreta direkt matningar av Xp?

Losningsforslag till uppgift 3.19

Uppgiften gér alltsa ut pé att I6sa ut Xp. Ett sétt att gora detta pa ar t.ex. att anvénda
gausselimination. D4 &r fOrsta steget att skriva om ekvationssystemet pd en lampligare form.
En lamplig form ar vanligtvis att samla alla okidnda pé den vénstra sidan och vérdena pa den
hogra sidan. Omskrivning av ekvationssystemet ger:

XA+XB: 12
Xg—Xc=10
XC—XD:'14
XA+XD: 16

For att kunna gausseliminera behdvs en s.k. totalmatris for ekvationssystemet. Den fis genom
att sitta X, Xp, Xc och Xp samt svaret for respektive ekvation pa samma rad. Kolumnerna i
totalmatrisen dr 1 ordningen: X, X5, X, Xp samt svaret till varje ekvation 1 den sista
kolumnen. T.ex. skulle forsta ekvationen (X4 + Xp = 12) ha tva ettor och tva nollor pa vénstra
sidan samt vérdet 12 pa hogra sidan. De tvé ettorna skall vara i totalmatrisen eftersom det
finns 1*X, och 1*X5g 1 ekvationen. De tva nollorna skall vara déar eftersom ekvationen har
0*Xc och 0* Xp, dvs. inga Xc eller Xp, Totalmatrisen for ekvationssystemet ser ut enligt
foljande:

1 1 0 0]12
0 1 -1 010
0 0 1 -1/-14
1 0 0 1]16

Denna totalmatris kan nu anviandas for gausseliminering. Antingen gor man det for hand med
s.k. radoperationer, eller sa anvdnder man en inbyggd funktion 1 Matlab som gor exakt samma
sak. Denna matris matas in i Matlab och kommandot "rref” som star for “reduced row echelon
form” utfor gausselimineringen. De okénda (X, X, Xc och Xp) sitts till en matris 4 och

! Andersson, L. m.fl., (1999), s. 219.
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svaren for varje ekvation sétts till en matris b. Detta &r allt som krévs for att kunna anvénda
kommandot for gausseliminering som gors enligt foljande 1 Matlab:

A=1[1100;, 01 -10; 001=-1; 100 171:
b = [12; 10; -14; 16];
rref ([A b]) %Gausselimination

Detta returnerar:

ans =
1 0 0 1 16
o I 0 -1 4
0 o0 1 -1 -14
0 0 0 0 O

Tydligen uppstod en nollrad (alla komponenter i en rad &r 0) i1 totalmatrisen och det kommer
alltsa att bli en parameterlosning som svar. Om en nollrad uppstir som resultat efter
gausseliminering kan man vara siker pa att det kommer att bli en parameterlosning.
Totalmatrisen ser ut enligt f6ljande utan nollraden:

1 0 0 1]16
01 0 -1]-4
0 0 1 -1|-14

Matlab har nu utfort gausselimineringen vilket dr det mest krdvande 1 denna uppgift. Det som
iterstér nu dr endast att skriva om ekvationssystemet och sitta en parameter. Atersubstitution
(dvs. totalmatrisen skrivs pd ekvationsform) ger ekvationssystemet:

XA+XD: 16
XB—XD:-4
Xc—Xp=-14

Om Xp och alla virden sétts pa hogra sidan sa kan detta skrivas om som:

Xa=16-Xp
XB:XD—4
Xc=Xp-14

Xp sitts sedan till t (en parameter):

XA:16—t
XB:t—4
XC:t—14
XD:t

Ovanstdende ekvationssystem anvénds for att fa fram det slutliga svaret, dvs. vérdet pd Xp,
For att fa fram virdet pd Xp maste informationen i uppgiften anviandas. Det var givet att X,
Xp, Xc och Xp samtliga &r positiva. Detta gor att det gar att fa fram ett villkor pé t (Xp).
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Om tdr mindre &n 14 sd kommer Xc att bli negativ, vilket den inte dr enligt uppgiften. Detta
innebdr att t maste vara storre dn eller lika med 14. Pa liknande sitt kommer X, bli negativ
om t dr storre dn 16. Detta ger foljande villkor: 14 <t <16, dvs. 14 < Xp < 16. Detta dr svaret
till uppgiften. Det gick inte att bestimma Xp exakt med informationen i1 uppgiften. Det gick
endast att i ett villkor pa den.

Svar: 1 uppgiften var det givet att X, Xp, Xc och Xp samtliga ér positiva. For att det ska
gélla maste foljande villkor gélla: 14 < Xp < 16. Resultatet innebir att det inte dr sdkert att Xp
4r minst 15 m’/s. Noggrannare berdkningar for att faststilla det exakta virdet pa Xp
rekommenderas.

Kommentarer: 1 denna uppgift var det en klar fordel att anvdnda Matlab. Gausselimineringen
tog endast en brékdel av en sekund att utfora, vilket &r mycket snabbare &n att gora den for
hand. Uppgiften gick alltsa ut pa att 16sa ut Xp. Forst skrevs ekvationssystemet om pa
totalmatrisform och sedan utfordes gausseliminering m.h.a. Matlab. Dérefter skrevs
ekvationssystemet om igen och Xp sattes till en parameter. Detta gav sedan svaret ovan.
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Uppgift 3.51°

Ingenjor S Karlsson avldste under nagra dagar vattenmétaren i sin nya villa och erholl dérvid
foljande virden.

Den 1 mars kl. 18.00: 5100 liter
Den 3 mars kl. 12.00: 5600 liter
Den 7 mars kl. 22.00: 7800 liter
Den 10 mars kl. 10.00: 8500 liter

Familjen Karlssons vattenforbrukning per dygn kan antas vara approximativt konstant.
Bestdm med minstakvadratanpassning familjen Karlssons vattenférbrukning per dygn samt
ndr de flyttade in 1 sin villa (vattenmaétaren antas dé ha visat 0 liter).

Losningsforslag till uppgift 3.51

[ uppgiften ar det givet 4 virden for 4 olika tidpunkter. Uppgiften gér ut pé att forst bestimma
vattenforbrukningen per dygn och sedan nér de flyttade in i sin villa. Genom att géra om
tidpunkterna till timmar och sedan till dygn (jaimfort med startvdrdet 1 mars kl 18.00) kan
vattenforbrukningen per dygn fas. Den forsta tidpunkten sétts alltsd till startvérde 0.

Den 1 mars kl. 18.00 = 0 dygn

Den 3 mars kl. 12.00 2 6 +24 + 12 = 42h = 42/24 dygn

Den 7 mars k1. 22.00 = 42 + 12 + 24 + 24 + 24 + 22 = 148h = 148/24 dygn
Den 10 mars k1. 10.00 > 148 +2 +24 + 24 + 10 = 208h = 208/24 dygn

Dessa virden tillsammans med antalet liter som var givet for varje punkt 1 uppgiften kan nu
anvindas. Tidpunkterna &r omskrivna till antal dygn vilket behovs for att berdkna
vattenforbrukningen per dygn (liter/dygn). I uppgiften var det givet att vattenférbrukningen
per dygn kunde antas vara konstant. Darfor antas ekvationen vara linjér, dvs. ha formen y = kx
+ m. Virdena for x och y ar kénda i uppgiften, alltsa ska endast k och m 16sas ut.
Ekvationssystemet blir foljande:

k*0+m=5100
k*42/24 + m = 5600
k*148/24 + m = 7800
k*208/24 + m = 8500

Ekvationssystemet skrivs pa matrisformen Ax = b dér:

0 1 5100
42/24 1 k 5600

A= ,X = ochb=
148/24 1 m 7800
208/24 1 8500

% Andersson, L. m.fl., (1999), s. 226.
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Ekvationen Ax = b har ingen l9sning eftersom systemet dr dverbestimt. For att berdkna detta
for hand skulle normalekvationerna behovas, dvs. A'Ax = A'b. Men i Matlab finns s.k.
vénsterdivision® som léser Ax = b. Detta anvinds for att underlitta berdkningarna.

Matlab loser alltsa detta enkelt med vansterdivision (x = A\b):

A = [0 1; 42/24 1; 148/24 1; 208/24 1]1;
b = [5100; 5600; 7800; 85001];
x = A\b

Detta returnerar:
X =
1.0e+003 *

0.4137
5.0349

0.4137*10"3 413.7
Svaret blev alltsa x = =
5.0349*10"3 5034.9

Virdena for k och m utléses till k = 413.7 och m = 5034.9. Ekvationen &r alltsa pa formen:
y=413.7x +5034.9

Delsvar: Vattenforbrukningen per dygn ir alltsé k£ som enligt minstakvadratmening ar 413,7
liter/dygn.

For att 16sa andra delen av uppgiften, alltsa att bestimma nar familjen Karlsson flyttade in 1
sin villa, analyseras den linjdra ekvationen m.h.a. en graf. De flyttade in nér linjen skér y = 0
eftersom det var da antalet liter var 0, dvs. da de flyttade in enligt uppgiften.
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3 http://www.tfe.umu.se/courses/elektro/matlab/matris/matris.html
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Det var alltséd givet i uppgiften att familjen Karlsson flyttade in nir vattenmaétaren visade 0
liter. Enligt grafen ar detta vérdet pd x nér y = 0, vilket enligt grafen ar x = -12. Detta innebér
att inflyttningsdatumet ar 12 dagar fore 1 mars kl. 18.00 (startvirdet). Eftersom februari kan
innehalla antingen 28 eller 29 dagar p.g.a. att 29 februari kan vara en skottdag, finns det tva
mdjliga svar till denna uppgift. Enkel berdkning ger att familjen Karlsson flyttade in antingen
den 17:e eller 18:e februari beroende pad om det var skottér eller inte.

Svar: Vattenforbrukningen per dygn dr enligt minstakvadratmening 413,7 liter/dygn samt
familjen Karlsson flyttade in antingen den 17:e eller 18:e februari beroende pa om det var
skottér eller inte.

Kommentarer: Se bilaga for att se hur grafen fis fram med hjdlp av kommandot plot.
Vinsterdivision som anvéndes 1 uppgiften dr mycket anvéndbart; ekvationer kan 16sas mycket
snabbare och man slipper normalekvationerna nir systemen dr 6verbestimda. Summering:
uppgiften gick alltsa ut pa att forst 10sa ut k och m 1 ekvationen y = kx + m, dér k gav ett av
svaren pa uppgiften. Detta gjordes genom att anvédnda vénsterdivision pa det dverbestimda
systemet. Dérefter analyserades grafen med den linjdra ekvationen for att {4 fram tidpunkten
nér familjen Karlsson flyttade in.
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Uppgift 3.58"

Anpassa foljande data till sambandet y = a In bx med hjilp av omskrivningen i 6vning 3.57d

x: 1 2 3 4 5
y: 22 36 44 50 54

Losningsforslag till uppgift 3.58

Enligt 6vning 3.57d i kursboken dr omskrivningen som ska anvindas: y = a In bx &
y=alnb+alnx

For att anpassa given data bor ekvationssystem forst stéllas upp. Ekvationssystemet stills upp
enligt f6ljande:

alnb+alnl1=22
alnb+aln2=3.6
alnb+aln3=44
alnb+aln4=5.0
alnb+aln5=54

Precis som i foregdende uppgift dr detta system Sverbestdmt. Vénsterdivision kan anvéndas
dven hédr, normalekvationerna behovs alltsa inte. Ekvationerna skrivs pd matrisform Ax =b
dar:

1 Inl 2.2

1 In2 3.6
alnb

A=|1 In3|,x= ,b=144

1 In4 ¢ 5.0

1 InS5 54

Matlab anvénds for att berdkna matrisen x med vénsterdivision (x = A\b):

A
b

X

;1 1log(3); 1 log(4); 1 log(5)1];

[
N
N
~
w —~
oy —
N

A\b
Detta returnerar:
X =

2.2072
1.9977

Anmdrkning: 1 Matlab stér log for In och log10 for log, darfor star det log 1 Matlabkoden dér
det ska vara In.

* Andersson, L. m.fl., (1999), s. 227.
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Detta betyder att a In b =2.2072 och a = 1.9977. Vérdet pa b berdknas enligt f6ljande:

alnb=2.2072 = 1.9977Inb=2.2072 =» Inb=2.2072/1.9977 = b =e"(2.2072/1.9977) =
3.02.

Virdet for a och b fas efter avrundning till 2.00 respektive 3.02. Insittning av virdena for a
och b i1 det ursprungliga sambandet ger 6nskat svar.

Svar: Enligt minstakvadratmening anpassas given data till y =2.00 + In3.02x

Kommentarer: Denna uppgift var ungefér likadan som den forra, men det enda som behovde
goras var att & fram vérdena pad a och b.
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Uppgift 3.84°

Man har gjort experimentella métningar for att forsoka finna en matematisk modell av formen
y(t) =a; + ax + azsint
Maitningarna resulterade 1 foljande virden:

£ |1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
vy 6 6 4 1 0 3 10 21 7 4

a) Anvind dessa méatvérden till att anpassa en modell 1 minstakvadratmening. Plotta métdata
tillsammans med en graf av den anpassade funktionen y(z).

b) Av resultaten frin uppgift a) kan man misstdnka att métdata innehéller en uteliggare, dvs.
ett mitdata som uppenbarligen ar helt felaktig. Ta bort den métdatapunkten och gér om
anpassningen och plottningen.

Losningsforslag till uppgift 3.84
a) Forsta steget dr att stélla upp ekvationssystemet:

a;+ay*1 +azsin(1) =6

a; +a*2 + azsin(2) = 6
a; +a*3 + azsin(3) =4

a; + ay*4 + azsin(4) = 1

a; + a*5 + azsin(5) =0

a; + a*6 + azsin(6) =3

a; + a*7 + azsin(7) = 10
a; + a*8 + azsin(8) = 21
a+ 32*9 + agsin(9) =17
a;+a,*10 + azsin(10) = 4

Aven detta ekvationssystem #r dverbestdmt. Ekvationerna skrivs pd matrisform Ax = b dir

1 sin(l) 6
2 sin(2) 6
3 sin(3) 4
4  sin(4) 1
5 sin(5) 0
6 sin(6) 3
7 sin(7) 10
8 sin(8) 21
9 sin(9) 7

1
1
1
1
A 1
1
1
1
1
1 10 sin(10)

> Andersson, L. m.fl., (1999), s. 233.
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Detta berdknas 1 Matlab med véansterdivision:

A= (11 sin(l); 1 2 sin(2); 1 3 sin(3); 1 4 sin(4); 1 5 sin(5);

1 6 sin(6); 1 7 sin(7); 1 8 sin(8); 1 9 sin(9); 1 10 sin(10)];
b = [6; 6; 4; 1; 0; 3; 10; 21; 7; 4];
x = A\b

Detta returnerar:
X =

0.2972
0.9031
6.6312

Detta betyder att a; = 0.2972, a; = 0.9031 och a3 = 6.6312. Modellen ar pa formen:
y(t) =a; + ax + aszsint 2> y(t) = 0.2972 + 0.9031t + 6.6312sin(¢)

Svar a): Modellen ér pa formen: y(¢) = 0.2972 + 0.9031¢t + 6.6312sin(¢). Kurvan och
maétvirdena illustreras m.h.a. en graf som gjorts i Matlab med kommandot plot nedan:

25+

| ——0.2972 +0.9031" +B.63127sin() |

o]

b) Punkten for y = 21 (métvirde nr. 8) verkar felaktigt. Jamfort med de andra punkterna ar
den langt bort frén kurvan.

Matvarde nr. 8 tas bort fran matriserna 1 Matlab och da finns 9 métvarden kvar. Darefter
beréknas de nya vérdena pé a;, a, och as:

A

[1 1 sin(1l);
1 6 sin(6);
b = [6; 6; 4; 1;
x = A\b

1 2 sin(2); 1 3 sin(3); 1 4 sin(4); 1 5 sin(5);
17 ;1 9 sin(9); 1 10 sin(10)71;
0, 3; 10; 7; 471;

Detta returnerar:
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X =

1.8514
0.4784
4.3923

Detta betyder precis som forut att a; = 1.8514, a; = 0.4784 och a; = 4.3923. Alltsé ar den nya
modellen pa formen: y(¢) = a; + axt + azsint 2> y(f) = 1.8514 + 0.4784¢t + 4.3923sin(r)

Svar b) Modellen dr pd formen: y(f) = 1.8514 + 0.4784t + 4.3923sin(¢). Kurvan och
maétvirdena illustreras m.h.a. en graf som gjorts i Matlab med kommandot plot ovan:

-
=
1

1.8514 + 0.4784™ + 4.3923%=init) |

Kommentarer: Se bilaga for att se hur graferna fas fram med hjélp av kommandot plot.
Grafen i b) har inget méatvéirde som avviker lika mycket som ett matvérde gjorde i a). Detta
innebdr att grafen i b) dr battre anpassad &n grafen i a). Denna uppgift var lite annorlunda fran
vanliga uppgifter med minstakvadratmetoden eftersom anpassningen inte skulle vara linjér.
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Bilaga: Matlabkod

clear, clc

oo

%Uppg 3.19

disp('Uppgift 3.19:")
A=[1100;01-10;001=-1; 100 171;
b = [12; 10; -14; 16];

rref ([A b]) %Gausselimination

%Uppg 3.51

o

disp('Uppgift 3.51:")

A = [0 1; 42/24 1; 148/24 1; 208/24 11;
b = [5100; 5600; 7800; 8500];

x = A\Db

x = -20:2:20;

y = 413.7*x + 5034.9;
figure (1)

hold on

plot(x, vy)

set(gca, 'XTick',[x])
line(-20:0.01:20, 0)
xlabel ('Dygn');
ylabel ('Liter');

oo

oe

Uppg 3.58

oe

disp ('Uppgift 3.58:")

A = [1 log(l); 1 log(2); 1 log(3); 1 log(4); 1 log(5)1;
b = [2.2; 3.6; 4.4; 5.0; 5.47;

x = A\Db

%Uppg 3.84

oe

disp('Uppgift 3.84:")

A= [11 sin(1l); 1 2 sin(2); 1 3 sin(3); 1 4 sin(4);
(8

1 6 sin(6); 1 7 sin(7); 1 8 sin
b = [6; 6; 4; 1; 0; 3; 10; 21; 7; 41;
x = A\b
figure (2)
hold on
t = 0:0.01:15;
plot(t, 0.2972 + 0.9031*t + 6.6312*sin(t));

legend('0.2972 + 0.9031*t + 6.6312*sin(t)', 'Location',

plot(1l,b(1), 'o");
plot(2,b(2), 'o');
plot (3,b(3), 'o');

1 5 sin(5);
1 10 sin(10)1;

'"NorthWest')
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plot(
xlabel
ylabel

A

[1 1 sin
1 6 sin
b = [6; 6; 4; 1;
x = A\b

figure (3)

hold on

x = 0:0.01:15;
plot(t, 1.8514 + 0.4784*t + 4.3923*sin(t));

legend('l.85l4 + 0.4784*t + 4.3923*sin(t)', 'Location', 'NorthWest')
plot (1, b( )y
plot(2,b

in(2); 1 3 sin(3); 1 4 sin(4); 1 5 sin(5);
in(7); 1 9 sin(9); 1 10 sin(10)7];
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