KTH-Matematik

Tentamenskrivning, 2007-12-15, kl. 08.00-13.00
SF1624, linjar algebra med geometri for CINTE1(IT) och CMIEL1(ME )
(7,5hp)

Preliminira grinser. For godkédnd (betyg E) krdvs minst 16 podng. For 6vriga betyg dr gransen 19p for D, 23p for
C, 27p for B samt 31p for A. Den som fér 15p (Fx) erbjuds méjlighet till komplettering till betyg E. Kontakta i sa
fall lararen.

Samtliga behandlade uppgifter skall forses med utforlig och tydlig 16sning. Losningsforslaget skall textforklaras
Bristande lisbarhet medfor podngavdrag. ( Kladdpaper skall inte limnas in.)

Inga hjilpmedel!

Den som blivit godkiind pd KS X , 1< X <3, hoppar 6ver motsvarande uppgift nedan och fér full poing pa
uppgiften. Ar man godkind pa KS X, sa skall motsvarande tal X inte riknas om.

3-poingsuppgifter

1
1. Bestdm den ortogonala projektionen av vektorn u =| 2 | pa planet 2x +y—z=0.
3

2. Bestém alla skdrningspunkter mellan planen 3x + 2y +z=2, x+2y—z=2 och
x—y+2z=-1.

2 1
3. Vektorerna u och v har i en bas {e; e} koordinaterna ( 5] respektive ( J . Vektorn w har i

3
samma bas koordinaterna ( 6] . Ien ny bas {f; ,f>} haru och v koordinaterna

1 1
( J respektive(l] . Vilka ir koordinaterna for w i basen {f; ,f} ?

4. Ekvationen z’ +z+10 =0 har en rot z = 1+ 2i. Bestim samtliga rétter.

1 0 1 1 00
5. Bestdm alla 16sningar till matrisekvationen |1 1 0|X={0 1 0
I 1 1 0 0 1

Var god vind



4-poingsuppgifter

6. Ange den parabel y = ax” + bx + ¢ som i minstakvadratsmening ansluter s nira som mdjligt
till punkterna (—1,6),(0,—4),(1,2) och (2,4) .

1 0 1 2
) 2 1 1 1] . .
7. Avgor om vektorerna o och 0 bildar en bas for rummet R”.
0 0 1 1
1 0 O 0)(1 0
8. Den symmetriska matrisenA=|{ 0 1 -1 |har egenvektorerna | 1 |,| O |och| —1|.

0 -1 1 110 1

Bestdm en ON-matris P som &verfor matrisen A till en diagonal matris D . Bestdim matrisen D .

9. Visa med induktion att 87+ 6 &r jaimnt delbart med 7 for n =0, 1, 2, ...

10. En symmetrisk nxn —matris A har alla egenvirden lika med 1.
Visa att A dr enhetsmatrisen.



Losningsforslag till tentamensskrivning i SF1624, linjir algebra med geometri
for CINTE1(IT) och CMIEL1(ME ).
1. Planets normalvektor dr v = (2,1,—1)". Vid projektionen av u = (1,2,3)' pi v fas vektorn

1 . . C
W= % v —6(2,1, 1)" vilket innebér att den ortogonala projektionen av u pa planet ir
v

vektorn r=u—w =%(4,1 1,19)[.

3x+2p+ z= 2
2. Skérningspunkterna fés ur ekvationssystemet{ x+t2y— z= 2,
xX— y+2z=-1
Med hjilp av Gauss-elimination far vi
3212|\n=-3rn{05-55|nrn5[01-11|rn-r [0 000
[l 2-1 2] r,— 13 [0 33 3] r/3 [0 1 -1 1] [0 1-1 1]
1-1 2-1 1-1 2-1 1-1 2-1 1-1 2-1

frén vilket kan vi avlédsa att systemet har odndligt manga 16sningar z=¢,y=1+1 x=—t.

|Svar: x=—t, y=1+¢ z=1¢ dir t &r godtycklig.|

1 1 2
3. Vektorn w=u+v ibasen {e;e,} sd i basen {f; f,} ir dven w=u+v=( 1) + (1] = (Oj =2f].

b d -b
Alternativ kan man finna basbyte matrisen P = “ = ar I ur
c d det(P){—c a

ekvationsystemet

(5w ()l

3/2 -1/ 2] P_l_[4/3 1/3

som ger P = ( _3 : ) . ) detta ger

4. Eftersom alla koefficienter 1 ekvationen ar reella s dr dven z =1 — 21 en rot till ekvationen.
Detta medfor att polynomet z3 +z + 10 dr jamnt delbart med (z—1—-2i)(z— 1 + 21) =
=z2—2z+ 5. Divisionen ger 2> +z+ 10 = (22— 2z + 5)(z + 2), vilket innebér att den tredje

roten dr z = -2. |Svar: z=1+2i,z=1-2i och z=—2.|




1 01 1 0 1
5.Eftersom |1 1 O =1+#0 sddrmatrisen |1 1 0 | inverterbar. Den matris som som
1 11 1 1 1
1 0 1
16ser Matrisekvationen ges inversentill |1 1 0 |.Man fir dess invers via t.ex Gaus
1 1 1

elimination som blir

I 1 -1 I 1 -1
-1 0 1 |sdatt X=|-1 0 1
0 -1 1 0 -1 1
I 0 1)1 1 -1 1 00
Obs!|{1 1 O||-1 O 1 |=/0 1 O
1 1 1)L0 -1 1 0 0 1

6. Vi soker en minsta kvadratlosning till ekvationssystemet

a-b+c=6
c=—4
atb+c=2
4a+2b+c=4
1 -1 1 4 a a
Sitt A={0 0 1| b= N och x=| b |. D4 giller att den sokta losningen x=| b
1 1 1 c c
4 2 1 4
18 24
gesavA'/Ax=A'b<| 8 =| 4
6 8
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Sedvanliga metoder ger b]

Svary=3x>-3x-1



7. En samling av fyra vektorer bildar en bas for R* om och endast om de &r linjirt oberoende. Ett
satt att undersOka detta dr att berdkna determinanten for den matris som har dessa vektorer

som rader (vektorerna dr linjért oberoende < determinanten # 0). Vi har

1 210 1 210
0120 0120 b2 !
P11 d)mern 010|212 = |0
2101 210 1 -1 0 1l rn+n 0
2 #0
alltsa vektorerna bildar en bas
Alternativt
1 0 1 1
2| [1]]1 1. .
s bl och | bildar en bas for R*
0 0/ (1 1
Om sambandet
1 1 1 1 0
2 2 1 1 0
1x+ 1y+ 1Z+ 1v= 0::x=y=z=v:0
0 0 1 1 0

Detta dr ett homogentekvationsytem som loses pa "vanligt sétt"
x+y+z+v=0
2x+2y+z+v=0

=S>x=y=z=v=0
x+y+z+v=0 Y

z+v=0




8. Egenvektorer till en symmetrisk (nxn) -matris bildar en ON-bas. Vi normera de givna

egenvektorena via

0 1 0
1 1
e =—=|11,6,=|0|,6,=—| —1 |,den ON-matris som diagonaliserar A ges av
1 \/5 2 3 \/5 g g
1 0 1
1 1
0 1 0 0 — —
X . 22
P=|—= 0 ———|ochP'=P'=|1 0 0 |ochobserveraatt PP' =1
J2 V2 o
1 1 0 — —
— 0 —-—
NG 22

Den sokta diagonal marisen ges ab

1 1
— 1
Oﬁﬁloo? 01 00 0
P'AP = 1 0 0 0O 1 -1|]|]— 0 ——|=[0 1 0|=D
2 2
0—_1L0—11\/1_ \1/_002
— 0 —-—

9. Vi kontrollerar att pastaendet 8 + 6 &ar jamnt delbart med 7

ar sant for

1) n=0: 8+ 6 =7 ar jamnt delbart med 7. Detta &r sant.

2) Antag att pastdendet dr sant for n = k, dvs antag att det dr sant att
8k+ 6 &r jaimnt delbart med 7

Vi vill visa att pastdendet ar sant for n =k + 1, dvs vi vill visa att det &r sant att
8k+1+ 6 &r jamnt delbart med 7

Vihar 8+1+6=8 -8+6=7-8+8+6

De bada talen 7- 8% och 8+ 6 &r jimnt delbara med 7 (8¢+ 6 enligt antagandet) och da &r

deras summa ocksa jidmnt delbart med 7.

Enligt induktionsprincipen &r péastdendet sant for n =0, 1, 2, ....

10. A dr symmetrisk & A = A" ,d4 finns en ON-bas i R" bestdende av egenvektorer
V,,V,....v till A ochen ON (nxn)-matris P (som bestar av egenvektorer) som diagonalisera

A.dvsA=P'DP.
Men alla egenvirden ér lika med ett, ger attD=1.VifirA= P'DP=[D=1]=P'IP=P'P=1
Ty P ér en ON-matris

\ASAY



