Envariabelanalys med Matlab

Under denna kurs kommer vi framforallt att anvdnda Matlab som verktyg i Envariabelanalys.
Bl.a skall vi se hur man mha Matlab kan vi rita kurvor i xy-planet, rita grafer till funktioner och
deras derivator samt 19sa ekvationer och berdkna integraler numeriskt. Denna handledning i
Matlab innehaller fyra avsnitt, vars innehall 4r anpassat till att ldsa under olika skeden av
Envariabelanalys: I texten ges ofta exempel pa kommandorader for att illustrera hur ett visst
kommando kan anvédndas. Dessa rader inleds med tecknet >> (som &r kommandomarkdren i
matlab,och ingér alltsa inte i sjdlva kommandot). Varje delsnitt innehaller nagra uppgifter , men
det star naturligtvis var och en fritt att experimentera lite pa egen hand for att upptdcka Matlab
mdjligheter och finesser. Inte minst rekommenderas att ni tar hjilp av Matlab vid l9sandet av
ovningsuppgifter i Envariabelanalys eller for att battre forstd exempel i1 kursboken > Analys i en
variabel’ av Person/Bdiers. Endel av 6vningsuppgifterna nedan refererar till 6vningsuppgifter ur
kompendium *Ovningar i Envariabelanalys.

1 Kurvrikttning, gransvarden och derivator

1.1 Plotta punkter och kurvor
Antar att vi vill plotta ett antal punkter (x,,,),(x,,¥,),(x,, )s---(%,,,) ixy-planet. Vi skapar

da i Matlab en vektor x = (x,,x,,%;,....x, ) med alla x —koordinater och en

vektor y = ( VisYss y3....yn) med alla y —koordinater. Sedan plottar vi punkterna med kommandot

plot . Vi kan om sa onskas, i viss utstrackning styra form och farg pa de plottade punkterna.
Priva t.ex. kommandot

>>x=[138-10]; y=[2 -15 0 3];plot(x,y,'bo)

Om vi inte vill att punkterna skall ,sammanfalla med axlarna sd kan vi skala om fonstret med
kommandot axis och vill vi, i figuren, ldttare kunna avldsa koordinatrena for olika punkter kan vi
anvinda kommandot grid . Prova t.ex.

>>axis ([-2 10 -2 7]) , grid on

Om vi utldmnar punkttyp s& kommer Matlab att dra heldragna linjer mellan punkterna, i den
ordning de &r listade. Prova t.ex.

>> plot(x,y,’b’)

Om vi vill att de s.k. polygontdget (typ den kurva vi nyss ritat) skall borja och sluta i samma
punkt méste naturligtvis den forsta och sista x —resp. y koordinaten stdimma Gverens. Foljande
kommandot ritar t.ex. en polygon med fem horn:

>>x=[c0s(0) cos(2*pi/5) cos(4*pi/5) cos(6*pi/5)) cos(8*pi/S) cos(0)];

>>y=[ sin(0) sin(2*pi/5)) sin(4*pi/5)) sin(6*pi/5) ) sin(8*pi/5) sin(0)];

>>plot(x,y)

Nér punkméangderna foljer en given regel som i exemplet ovan (ddr punkterna dr jimt fordelade
pa en cirkel) sa &r det effiktivare att anvéinda *’kolon’’-kommandot for att generera vektorna x
ochy;

>> t=0:2%pi/5:2*pisx=cos(t);y=sin(t); plot(x,y)
Om vi vill rita en polygon med ménga fler horn, sé att figuren nédstan sammanfaller med cirkeln
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z2 +y? = 1, si dr det nu litt att modifiera kommandot;

>> t=0:0.1:2*pi;x=cos(t) ;y=sin(t) ;plot(x,y)

Vill vi ha samma skalning pa de bada axlarna sa att vi ser att det &r en cirkel (och ingen ellips)
vi ritat, sa ger vi kommandot;

>> axis(’equal’)

Om vi vill rita flera kurvor i samma, bild s& kan vi anvinda kommandot hold (se sid 266). T.ex.
>> t=0:0.1:2*pi;hold on,plot(2*cos(t),2*sin(t)) ,plot(cos(t),sin(t)),hold off

Eller enklare bara ge fler argument i plot-kommandot;

>> £=0:0.1:2*pi;plot(2*cos(t),2*sin(t),cos(t),sin(t))

Markte du nagon skillnad ?

Vi kan ocksa styra plottningen av kurvorna till olika figurfonster med kommandot figure (se sid
266). Prova t.ex.

>> t=0:0.1:2%pi;figure(1),plot(cos(t),sin(t),’r’),figure(2),plot(t,sin(t), ’pentagram’)

Glom bara inte att byta till rétt figurfonster innan du plottar dina figurer. Glom heller inte bort
att stdnga av hold om du inte vill rita 6ver den senast gjorda plottningen.

Vi kan ocksa dela in varje figurfonster i flera sméa delfénster med kommandot subplot (se sid 266).
Prova t.ex.

>> £=0:0.1:2*pi;subplot(2,1,1),plot(cos(t),sin(t)),subplot(2,1,2),plot(t,sin(t))

z = f/10

Uppgift 1: Anvind plot for att plotta foljande kurva (spiral) i zy-planet { ) e cos

sin 6

)

r = =100

—10 < 6 < 100. Plotta dven kurvan { y = 100 cos

. , —1 < 6 < 10. Pa vilket sétt skir de
sin @

bada kurvorna varandra ?

Testa ocksa att plotta de bada kurvorna i poldra koordinater med polar. Den forsta kurvan far
vi t.ex. med kommandot; >> t=-10:0.01:100;polar(t,exp(t./10)). Forklara ! a

Uppgift 2: Generera i Matlab en vektor x med 100 tal (i stigande ordning) mellan —10 och 10.
Generera sedan en vektor y med motsvarande sinusvirden (y = sinz). Undersék och forklara
sedan kommandona plot(x,y), plot(y,x), plot(x) och plot(y). O

Uppgift 3: Undersok och forklara foljande kommandorader;
(a) >> x=0:0.01:1;y=rand(101) ;plot(x,y)
(b) >> x=rand(1,10);y=rand(1,10);area(x,y)

(Upprepa girna kommandona m.h.a. t-tangenten pa skrivbordet.) a

Uppgift 4: Datamaterial kan ibland med fordel illustreras med olika typer av diagram.

(a) Undersok kommandot >> x=rand(1,n) ;hist(x), for lite olika virden pa n. Forklara
varfor variationen i staplarnas hojd verkar bli mindre for allt storre n (jamfor t.ex. da
n=10 med n=1000000)

(b) Producera i var sitt figurfonster diagram genererade av kommandona bar, bar3, pie

och pie3

(c) Plotta bilderna fran (b)-uppgiften i samma figurfonster, men i var sitt delfonster.
Anvind kommandot title f6r att skriva en limplig rubrik 6verst i varje delfénster. O

1.2 Funktionskurvor

Det gar naturligtvis bra att anvinda plot for att plotta funktionskurvor. Hir ett exempel,
>> x=-10:0.01:10;y=sin(x) ./x;plot(x,y)

Observera att Matlab varnar for att en otillaten berdkning gjorts, i det hér fallet division med
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noll. Detta kan undvikas genom att istillet ge kommandot

>> x=-10:0.013:10;y=sin(x) ./x;plot (x,y)

Varfor ger Matlab inget varningsmeddelande nu ? Det finns naturligtvis fler otillatna berdkningar
som man kan forsoka utfora. Vilket felmeddelande ger f6ljande kommando ?

>> x=-10:0.013:10;y=1log(x) ./x;plot (x,y)

Logaritmen av ett negativt tal har vi ju inte definierat dnnu (och kommer heller inte att gora sa,
under denna kurs), sa 1at oss istéllet plotta kurvan y = Inx/z for positiva «;

>> x=0.01:0.013:10;y=log(x) ./x;plot (x,y)

Matlab anpassar skalningen av axlarna automatiskt, sa att det storsta och minsta x resp. y-véirdet
kommer med i figuren. Delvis p.g.a. att kurvan har en lodrit asymptot for x = 0, sa blev skalnin-
gen i detta fall sddan att kurvans huvudsakliga karaktér inte framgick lika tydligt. Detta kan vi
16sa pa tva sdtt. Antingen tar vi hdnsyn till detta nir vi ger plottningskommandot och ndjer oss
med att plotta kurvan for t.ex. x > 0.8, eller sa skalar vi om axlarna enl. egna 6nskemal. T.ex.

>> x=0.01:0.013:10;y=1log(x) ./x;plot(x,y) ,axis ([0 10 -0.5 0.5])

Ofta vill man anvidnda en funktion flera ganger under samma arbetspass. Man kan da spara bade
tid och arbete genom att definiera en egen funktion med hjélp av kommandot inline. Hér ett
exempel;

>> f=inline(’1./(1+x.72)7,’x?)

Vi kan sedan plotta den (som i avsnitt 1.1) med kommandot

>> x=-5:0.1:5; plot(x,f(x))

men #nnu enklare dr det i detta fall att anvinda kommandot fplot (funktionsplott);

>> fplot(f,[-5 5])

Det gar bra att anvdnda fplot &ven om man inte fordefinierat en funktion; t.ex. kan vi rita grafen
till e=*° med kommandot;

>> fplot(’exp(-x.72)’,[-5 5])

Las mer om fplot och alla dess finesser pa sid 261.

Det gar ocksa bra att ha med flera parametrar /variabler i en inline-funktion. T.ex.

>> f=inline(’1./(a+x."2)’,’x’,%a’)

Antag att vi vill plotta dessa funktionskurvor for lite olika virden pa parametern a, i samma figur.
Ett séitt att gora detta dr enl. foljande

>> x=-5:0.1:5; plot(x,f(x,1),x,f(x,2),x,f(x,3),x,f(x,4),x,f(x,5))

Vi skall senare se, i avsnitt 1.6, hur vi lattare gor detta om vi vill plotta riktigt manga sadana
kurvor, och kanske t.om. géra en film av alla kurvorna.

I analyskursen kommer vi ofta att definiera nya funktioner med hjilp av redan kinda. Antag att
vi definierat funktionen f(z) = e**!arctanx , och vill studera funktionen g(x) = 2f(z — 1) + 3.
Vi bérjar da med att gora en inline-funktion av f;

>> f=inline(’exp(x+1).*atan(x)’,’x’)
Sedan kan vi t.ex. rita graferna till f och ¢ i samma figur med kommandot
>> x=-4:0.1:1.5; plot(x,f(x),x,2*f(x-1)+3)
Om man istéllet vill plotta speglingen av grafen till f i linjen x = y s& ger man kommandot
>> x=-4:0.1:1.5; plot(f(x),x)
Detta kan vara bra att kiinna till om man vill studera inverser till funktioner. Varfor ?
Ibland kommer vi ocksa att studera funktioner som &r definierade av olika uttryck pa olika inter-
27 forx <1
vall. Antag att vi vill studera funktionen h(z) = 3—x , forl1<z<4
Ologa , for x> 4
Vi kan da anvinda relationsoperatorerna (se sid 59) for att pa ett enkelt sétt definiera f i Matlab;

>> h=inline(?2.~(x) .*(x<1)+(3-x) . *(1<=x) . ¥ (x<4) +1ogl0(x) . ¥ (x>=4)’,’x’)
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Om vi sedan plottar denna funktion pa intervallet [—5,10] med >> fplot(h,[5 10]), sd kommer
Matlab att plotta en sammanhingande kurva, om dn med lite “spetsar”. Finns det nagon del av
den plottade kurvan du helst inte skulle vilja att den ritades 7 Hur bér du dig i sa fall at f6r att
undvika att den delen ritas ?

Det finns manga fler sétt att styra utseendet pa sina figurer, varav nagra kommer att tas upp i
kommande delavsnitt. I den Windows-version av Matlab som ni jobbar i kan man emellertid &dndra
pa och liagga till saker i bilder, genom att anvinda menyerna hogst upp pa figurfonstret. Om du
vansterklickar pa t.ex. och viljer sd kan du foérstora upp bilden néra de punkter
du vénsterklickar pa. Detta kan vara anvindbart om man t.ex. vill fa en grov uppskattning av
nollstéllen eller punkter dér funktioner har lokalt maximum /minimum. Vidare kan man med hjilp
av knappen skriva in text i figuren. Detta kan vara praktiskt om man vill géra en utskrift
av bilden och dir kunna se vilken funktion som ritats. Utskrift kan man for 6vrigt ocksa fa via

menyn i figurfonstret (vilj under )

Uppgift 5: Anvind kommandot 1inspace f6r att generera en x-vektor. Anvind sedan fplot f6r
att plotta funktionerna arctanx,arcsinz och arccosxz. Forsok att grafiskt verifiera dina svar pa
Ovningsuppgift 2.66 och 2.67, ur 6vningskompendiet ’Ovningar i Envariabelanalys’. a

Uppgift 6: Gor inline-funktioner av f och ¢ fran Gvningsuppgift 2.17. Forsok sedan avgora
svaren pa sa manga som mojligt av de delfragor som finns i Gvningsuppgiften, genom plottning i
Matlab. O

Uppgift 7: Plotta ldmplig funktion och anvdnd zoomning for att fa en grov uppskattning av
l6sningarna pa ekvationerna i 6vningsuppgift 2.50. Bestdm sedan 16sningarna exakt. a

Uppgift 8: Programmet fplot anvinder sig av en s.k. adaptiv metod, for att plotta grafer.
Det betyder att den succesivt bestdmmer de punkter i vilket funktionsvirdena berdknas. Forst
berdknas funktionsvirdena i jimnt férdelade punkter pa anvisat intervall. Mellan de punkter dér
funktionsvirdena varierar mycket, kommer ytterligare funktionsvirden beriknas. Detta upprepas
om och om igen tills avvikelsen fran den exakta grafen &r tillrickligt liten. Programmet kommer
alltsa att ta med fler punkter pa grafen dér lutningen &r stor. Jimfor nu i detta avseende fplot
med plot genom att ge foljande kommandon;

>> x=0.01:0.9:10; plot(x,log(x),’*’), grid
resp.
>> fplot(’log(x)’,[0.01 10], 0.03, ’*’), grid

Adaptiva metoder &r vanliga f6r manga olika typer av numeriska berdkningar. Vi kommer titta
lite ndrmare pa en annan sadan, i samband med integralavsnittet, lite langre fram. a

1.3 Nivakurvor

Ibland kommer vi i analyskursen ha anvindning av att rita kurvor vars punkter utgor 16sningar
till en ekvation. D& kan vi anvinda kommandona meshgrid och contour (se sid.283 resp. 280).
Om vi t.ex. vill plotta I6sningsmingden till ekvationen yz* + 3zy* = a, for lite olika virden pa a
(t.ex. a = 1,5, 10) sa skriver vi

>> [x,y]=meshgrid(-3:0.1:3);z=y.*x.~ (4)+3*x.*y.~(4) ;contour(x,y,z,[1,5,10])

Vi kommer i denna kurs bara att studera funktioner av en variabel, men lat oss bara tillfalligt
(for skojs skull) undersdka hur det ser ut nar Matlab plottar grafer till funktioner av tva variabler.
Lat oss plotta en del av grafen till funktionen f(x,y) = yz* + 3zy*. Med x,y och z=f(x,y) som
ovan, sa ricker det nu att ge nagon av kommandona;

>> mesh(x,y,z)

>> plot3(x,y,2z)

>> surf (x,y,z)
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>> surfl(x,y,z)
eller
>> surfc(x,y,z)

Prova alla och jamfér. Om man gar in pa och viljer | Rotate 3D |, i figurfonstrets menyer,

sd kan man rotera ytan och se den fran olika hall. Prova gérna med nigon annan funktion (t.ex.
z=peaks(x,y)) och lat dig imponers av Matlabs grafik. Till sist ett litet exempel pa en yta som
ar gjord med kommandot surf;

>> knot

Uppgift 9: Anvind meshgrid och contour for att plotta losningsméngderna till ekvationerna;
(a) 22 +¢y* =1 (b) 22 —y?> =1
() 22 —y> =0 (@) o4y =1

Testa dven surf pa motsvarande funktioner. a

1.4 Gransvirden

Gransvardesbegreppet ar ett centralt begrepp i Analyskursen och darmed inom alla vetenskaper
som anvander Matematik som redskap. I avsnitt 1.2 studerade vi graferna till funktionerna sinz/z

och Inz/z. Ingen av dessa funktioner dr definierade fér z = 0, men pa de bada graferna sig vi
C . " " - . Inw
en visentlig skillnad i utseendet fér x nir 0. De bada graferna indikerar att hm+ — = -
z—0 T
. sinz . I . I .
och att hm+ —— = 1. Det forsta griansviardet dr uppenbart, fran kinnedom om de elementéara
z—0 T
funktionerna. Varfér ? Det andra déremot &r lite knepigare. Béade téljaren sinz och némnaren

s .. .. . sSmxo.. o
x gar mot 0, da = gar mot 0 fran positiva . Vad som hidnder med virdena pa —— for sma
x
virden pa z, beror da pa hur “snabbt” tiljaren resp. ndmnaren nidrmar sig 0, i férhallande till
sin .
=1 (Det &r ett s.k.

varandra. Man kan emellertid strikt (ej genom plottning) visa att lim+
z—0 T

standardgrinsvérde, se sid sid 85 i Analysboken).

Aven om vi inte kan bevisa nagot m.h.a. plottning, sa kan en grafisk studie av grinsvirden vara
till hjilp om vi snabbt vill bilda oss en uppfattning om huruvida grinsvirde existerar eller ej. Om
det existerar kan vi ocksa approximativt avldsa gransviardet. Ni kan ocksa anvinda plottning for
att kontrollera en del av era svar fran 6vningar i Analyskursen.

Om vi inte kénner oss 6vertygade om att den indelning vi valt for att plotta funktionskurvan &r fin
nog for att vara siker pa vart grinsvirde, sa kan vi plotta med logaritmisk skala pa z-axeln med
kommandot semilogx (se sid. 262). For att begrénsa antalet punkter gor vi ocksé en logaritmisk
fordelning av plottpunkterna z med kommandot logspace (se sid. 77). En ny plottning av sin z/z,
med logaritmisk skala pa z-axeln, far vi t.ex. med kommandot

>> x=logspace(-50,0,600) ;y=sin(x)./x;semilogx(x,y)

Samma teknik gar att anvinda for att undersdka grénsvarden da x — oco. Prova t.ex.
>> x=logspace(0,100,600) ;y=sin(x)./x;semilogx(x,y)

Vi kan dven studera talfoljder pa samma sitt som ovan. Talféjder kan vi ju betrakta som funk-
2
n“+n-1

mdén%oo,sékanvige
n n

tioner definierade pa heltalen. Om vi t.ex. vill underscka
kommandot

>> n=0:20;y=(n.~(2)+n-1) ./ (1+3*n+2*n."~2) ;plot (n,y, > *’)

Alternativt kan vi anvinda oss av observationen att en talfoljd har gransvirde om motsvarande
funktion har det (omvéndningen géller dock ej i allménhet). I sa fall kan vi anvénda oss av logar-
itmisk fordelning av punkterna;

>> x=logspace(0,100,600) ;y=(x."~(2)+x-1) ./ (1+3*x+2*x."~2) ;semilogx (x,y)
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Uppgift 10: Undersck m.h.a. plottning nagra av grinsvirdena i évningsuppgift 3.33. Forsck
sedan berdkna griansvirdena exakt. O

1
Uppgift 11: Understk hoger- och vanstergrinsvirde i £ = 0 av funktionen arctan — , x # 0. O
x

Uppgift 12: Undersok gransvirdet lim sin (1/z). Plotta med logaritmisk skalning av z-axeln.

z—0t

Forklara den bild du far upp. O

1 n
Uppgift 13: Anvind uttrycket (1 + —) for att bestdmma ett bra narmevérde till e. O
n

2
Uppgift 14: Undersok m.h.a. plottning vad som hinder med uttrycket sin ( Wf_ 1) da
x

(a) x &r heltal som gar mot odndligheten.
(b) z ar reella tal som gar mot odndligheten.

Forklara eventuella skillnader! O

1.5 Derivator

Derivatan av en funktion f i en punkt z definieras som grinsvirdet Ain%)
o
flx+h) - f(z)

Betrakta t.ex. foljande inline-funktion;

fx+h) - f(z)
h

For smé virden pa h dr saledes ett bra ndrmevirde till f'(z).

>> f=inline(’x.*sin(x)’,’x?)

Vi kan d& berdkna ett ndrmevérde till f'(2) med foljande kommando;

>> x=2;h=0.01;df=(f (x+h)-£ (x))/h

Ju mindre vi véljer h desto béttre approximation far vi. Om h &r positiv sa far vi hogerderivatan
och om h &r negativ sa far vi vinsterderivatan.

Om vi vill rita grafen till f'(x) s& behover vi nu bara berikna nirmevérden i lite fler punkter;

>> x=-1:0.01:5;h=0.01;df=(f (x+h)-f(x)) /h;plot(x,df)

Om vi vill plotta grafen till f i samma figur sa byter vi hir bara ut plotkommandot plot (x,df)
mot plot(x,f(x),x,df).

Eftersom vi kan berdkna derivatan exakt, ndmligen f'(x) = sinxz + x cosz, si skulle vi kunna

jamfora grafen till den numeriska derivatan med den exakta derivatan, genom att plotta dom i
samma figur med kommandot;

>> plot (x,df,x,sin(x)+x.*cos(x))

Approximationen dr s& bra att kurvorna i princip sammanfaller. Vill vi trots allt forsoka fa en
uppfattning om felets storlek kan vi istéllet plotta skillnaden;

>> plot (x,df-(sin(x)+x.*cos(x)))

Hur stort &r felet i detta exempel ?

Berdknar vi istillet derivatan genom att ta medelvirdet av vinster och hdégerderivatan, dvs.
fle+h) - flz—h)

f'(z) = -

>> x=-1:0.01:5;h=0.01;df=(f (x+h)-f (x-h))/(2%h) ;plot(x,df-(sin(x)+x.*cos(x)))

Hur stort ar felet nu ?

, sa ger motsvarande differenskvot en dnnu battre approximation;

Oavsett vilken differenskvot som anvinds sa beror noggranheten mest pa hur litet h véls. Prova
nu foregdende kommando, fast med h = e~12;
>> x=-1:0.01:5;h=exp(-12) ;df=(£f (x+h) -f (x-h) )/ (2xh) ;plot (x,df-(sin(x)+x.*cos(x)))

Nu dr avvikelsen sa liten att avrundningsfelen som Matlab begar borjar fa betydelse. Undersok
vad som hiinder med ett dnnu mindre virde pa h. Forklara vad som hiinder da h = e=5°.

Vi kan ocksa studera andraderivatan av funktioner pa liknande sétt som ovan. Fran definitionen av
fle+h)—2f(z) + f(z —h)
h? '

derivata foljer efter lite manupilation (se 6vning 4.7) att f"(z) = fllin%)
—
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fle+h)—2f(z) + f(x - h)
12

Foljande kommandorader plottar grafen till f(x) = sin (e*), samt dess férsta och andra derivata,

i olika delfénster;

>> f=inline(’sin(exp(x))’,’x’)

>> x=-1:0.01:4;h=0.01;df=(f (x+h)-f (x)) /h;ddf=(f (x+h) -2*%f (x)+f (x-h) )/ (h~2) ;

>> subplot(3,1,1),plot(x,f(x)),subplot(3,1,2),plot(x,df),subplot(3,1,3),plot(x,ddf)

Fo6r smé virden pa h dr saledes ett bra ndrmevérde till f"(x).

Uppgift 15: Plotta derivatan av funktionen arctan 2z. Uppskatta dven avikelsen fran den exakta
derivatan. 0

Uppgift 16: Utfor foljande kommandorader;

>> f=inline(’polyval([1l -8 18 -1 1],x)’,’x’)

>> x=-1:0.01:4;h=0.01;df=(f (x+h) -f(x-h))/(2%h) ;ddf=(f (x+h) -2*f (x)+f(x-h))/(h~2);
>> plot (x,f (x),x,df,x,ddf) ,grid

Da plottas grafen till en funktion, samt dess forsta och andra derivata. Utan att studera dessa
kommandon nérmare, férsok ur figuren avgora vilken som &r vilken. a

Uppgift 17: Plotta funktionerna i 6vningsuppgift 4.25, tillsammans med ev. derivata. Forsok
att grafiskt avgora vilken som &r kontinuerlig, deriverbar samt har kontinuerlig derivata. Forsok
sedan verifiera eventuella observationer. O

Uppgift 18: Bestdm en metod for numerisk berdkning av tredjederivatan och plotta m.h.a. denna
tredjederivatan av f(z) = ze® (obs! du far inte anvinda det exakta uttrycket pa derivatan). O

1.6 Filmvisning

Vi har, i avsnitt 1.1, sett hur man kan ldgga in flera kurvor i samma figur. Om man istéllet
vill plotta dom efter varandra i samma figurfénster som en bildsekvens, s& kan vi gora en liten
snurra. Antag att vi vill plotta graferna till funktionerna (x + 2a) sin ax, for lite olika virden pé
a. Foljande snurra ar ett exempel pa hur man skulle kunna gora detta;

>> f=inline(’ (x+2%*a) .*sin(a*x)’,’x’,%a’); x=-9:0.01:9;

>> for a=-3:0.05:3; plot(x,f(x,a)), axis([-9 9 -9 9]), pause(0.1), end

Hér har vi anvint kommandot axis for att inte skalningen av axlarna skall dndras fran bild till
bild. Kommandot pause &r helt enkelt till for att vi skall hinna med att se vad som hénder.

Om man vill spara alla bilderna, som bilder i en “filmsekvens”, sa behdver vi bara dndra lite i
ovanstiende snurra. Forst maste vi skapa minnesutrymme f6r en film (som vi hér later ha namnet
“film”) och ange hur méanga bilder som skall lagras. Detta gor vi med kommandot;

>> film=moviein(120);

Sedan anvinder vi kommandot getframe (se sid. 386) for att lagra bild for bild i snurran;

>> n=0; for a=-3:0.05:3; n=n+1;plot(x,f(x,a)), axis([-9 9 -9 9]), film(:,n)=getframe; end
Varje gang vi vill spela upp var film beh6ver vi nu bara skriva
>> movie(film,1)

Hér anger siffran 1 att filmen skall visas en gang.

z = /10 cos (af)
y = e’/1%sin (ab)
mellan 0 och 6 (tag med ca. 100 bilder). Anvind sedan kommandot movie for att spela upp filmen
nagra ganger. d

Uppgift 19: Gor en film 6ver spiralerna { , —10 < 6 < 100, da a varierar
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Uppgift 20: Betrakta évningsuppgift 4.32

(a) Plotta, i samma figur, graferna till polynomen for nagra olika virden pa a mellan 0 och 1,
t.ex. 0,0.3,0.6,0.9 (Tips: plotta graferna diar —1 < x < 3). Verkar pastaendet i deluppgift (c)
stdmma ? Vad tror du om svaret pa deluppgift (d) ?

(b) Gor en snurra Gver nagra a-virden som varierar mellan 0 och 1 (forslagsvis ca. 20 stycken).
Plotta i varje steg grafen till motsvarande funktion. Om du l&gger in kommandot pause
inuti snurran sa kommer du att kunna mata fram bild for bild genom att trycka pa valfri
tangent pa skrivbordet. Forsok nu uppskatta svaret pa deluppgift (b).

(c) Lat nu istéllet a anta virden mellan 0 och 10 och modifiera din snurra sa att det blir till
en filminspelning. Vad tror du om svaret pa deluppgift (f) ?

(d) Los 6vningsuppgift 4.32 med papper och penna och ev. bekréfta dina gissningar ovan. O

2 Ekvationslosning och anpassning till matdata

2.1 Ekvationsl6sning

En del ekvationer kan vi 16sa exakt, t.ex. linjara ekvationssystem och andragradsekvationer, men
for de flesta ekvationer far vi i bésta fall n6ja oss med en numerisk 16sning.

Lat oss forst titta lite pa hur man hittar nollstéllen till polynom m.h.a. Matlab. Betrakta t.ex.
polynomet p(z) = 2x° —3z* + 22 — 1. Det &r alltid bra att forst plotta grafen till den funktion man
vill studera. Det gar naturligtvis bra att plotta polynom pa samma sétt som tidigare beskrivet
(avsnitt 1.2), men polynom ar si vanliga att Matlab har méanga speciella (och tidsbesparande)
kommandon for hantering av polynom. Till exempel kan vi berdkna funktionsvirdena med kom-
mandot polyval;

>> x=-2:0.01:2; y=polyval([2 -3 0 1 -1 0],x);

Istéllet for att skriva hela polynomet behdvde vi hdr bara ange koefficienterna framfor varje term
med vektorn [2 -3 0 1 0 -1]. Nu &r det bara att plotta punkterna pa samma sitt som vanligt;
>> plot(x,y)

Vi ser att det finns minst en, och kanske flera, nollstéllen nira z = 0. Vi kan nu lata Matlab
numeriskt berikna alla nollstéllen med kommandot roots;

>> roots([2 -3 0 1 -1 0])

Férutom de speciella polynom-kommandon vi anvént ovan sa finns det t.ex. kommandon (pro-

gram) som multiplicerar polynom (conv(p,q)), dividerar polynom (deconv(p,q)) och anpassar
polynom till ett antal punkter ((polyfit).

For mer allminna funktioner finns det ett annat kommando, nimligen fzero, for att bestimma
nollstéllen. Med detta kommando hittar man emellertid hogst en rot i taget. Som de flesta nu-
meriska metoder anvinder sig fzero av en iterativ metod (z,4+1 = F(z,)), och behover forutom
funktionen ocksé ha ett startvirde (xo). Om vi s6ker en rot nira en viss punkt p, sd ar det
naturligt att ange p som startvirde. Till exempel stker foljande kommando efter ett nollstélle till
e’ 4+ sinx nira r = —1;

>> fzero(’exp(x)+sin(x)’,-1)

Om man anvénder fzero sa ar det speciellt viktigt att rita en graf, for att bilda sig en uppfattning
om var nollstéllena ligger (om det finns nagra);

>> x=-10:0.1:1;plot(x,exp(x)+sin(x)) ,grid
Det ar inte 1att att pa forhand alltid veta vilka intervall som &r intressanta att plotta. Man far da

experimentera sig fram eller &nnu béttre forsoka studera funktionen med papper och penna. Nér
man i den plottade grafen vil observerat ett férmodat nollstille, sd kan man t.ex. anviinda sig av

zoomning (vinsterklicka pa under pa menyraden hogst upp i figurfonstret) for

att hitta lampliga startvirden till fzero.

Observera dock att kommandot fzero inte kommer att hitta nollstillen dar funktionen inte vixlar
tecken. Prova t.ex.
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>> fzero(’x."27,1)

I ldsperiod 1 sag vi (avsnitt 1.6 i ’Matematik med Matlab’) hur man kunde hitta nollstillen till
funktioner m.h.a. Newton-Raphsons metod. Da anvénde vi tekniken med en s.k. mekanisk snurra
(dvs. upprepad anvindning av f-tangenten pé skrivbordet). Lat oss istéllet gora en liten snurra
som loser ekvationen cosz = x med Newton—Raphsons metod;

>> x0=1;tol=1;
>> while tol,x=x0;x0=x-(x-cos(x))/(1+sin(x)) ;tol=(abs(x-x0)>0.00001) ;end,x0

Forklara varfor denna snurra fungerar. Vilken innebord har t.ex. tol 7 Prova att hitta losningar
till en annan ekvation pa formen f(z) = 0. Visa att Newton-Raphsons metod dven fungerar om
funktionen inte vixlar tecken i nollstéllet.

Metoden med snurra fungerar naturligtvis pa alla talfoljder som &r rekursivt definierade av z, 11 =
F(z,) for nagon funktion F. Under ldmpliga villkor pa F' och startvirdet zo (se t.ex. Sats.3 sid
201) sa kommer en sadan talfoljd att konvergera. Lat oss till exempel studera talféljden definierad
genom Zpy1 = V1+x,, n € R, g = 1. En snurra for att testa ev. grinsvirde n — oo skulle
kunna se ut enl. féljande;

>> x0=1;tol=1;n=1;
>> while (tol&(n<100)),x=x0;x0=sqrt(1+x) ;tol=(abs(x-x0)>0.00001) ;n=n+1;end,x0,n
Réiknaren n ser hir till att snurran inte pagar for evigt, utifall talféljden inte skulle konvergera.

Antag att man &r intresserad av att hitta lokala extrempunkter till en funktion. Ett alternativ &r
da att for hand forst derivera funktionen och sedan understka derivatans nollstéillen med nagon
av metoderna ovan. Om man vet pa ett ungefir var extrempunkterna finns sa skulle man ocksa
kunna anvinda nagon form av intervallhalverings teknik. Fundera sjilv igenom hur det skulle
kunna g till (skissa t.ex. pa nagon funktionsgraf med lokalt maximum och rita in i din figur hur
du halverar intervall). Matlab har emellertid ett redan inbyggt kommando som hjilper oss att
hitta storsta och minsta vérde till en funktion pa ett intervall, ndmligen fmin (se sid. 179). Som
kommandonamnet antyder si hittar fmin ett lokalt minimum pé intervallet (vilket ocksa kan vara
en dndpunkt). Finns det flera lokala minimipunkter s hittar den en av dem. T.ex. ger komman-
dot;

>> x=fmin(’x+3*sin(x)’,3,6)

den punkt, pa intervallet [3,6], i vilket funktionen f(z) = z 4 3sinz antar sitt minsta vérde.
Plotta grafen till funktionen. Verkar fmin ha jobbat bra ?

I detta fallet antogs det minsta viirdet i en inre punkt pa intervallet, men fmin fungerar dven om
minsta viardet antas i en dndpunkt pa intervallet. Prova t.ex.

>> x=fmin(’x+3*sin(x)?,3,4)

Vill vi berékna minimum av en inline-funktion, sd gar det ocksd bra. D& &r det dven snabbt
gjort att berdkna det minsta virdet;

>> f=inline(’x+3*sin(x)’,’x’) ;x=fmin(f,3,6) ,y=f (x)

Vi kan ocksa anvinda fmin for att hitta det storsta virdet till en funktion f(x). Storsta virde
antas ju for det x i vilket funktionen — f(z) antar sitt minsta virde (Varfor 7). Storsta virdet till
funktionen ovan, pa intervallet [1,3], far vi darfor t.ex. med kommandot

>> max=f (fmin(’ - (x+3*sin(x))’,1,3))

Uppgift 21: Prova roots pa polynomen 1+ 3z — 223 + 2°, 22 och 22 + 1. a
Uppgift 22: Prova fzero pa funktionerna tanz — z, 1 — cosz och 22 + 1. O

Uppgift 23: Gor en snurra som undersoker gransvirdet av den talféljd som dr rekursivt definierad

av Tpy2 =\/Tpt1 +Tn+1,neEN, xog =2, =1. O

Uppgift 24: Hitta storsta virdet av funktionen f(z) = e®sinz pa intervallet [0,1] genom att
berdkna derivatan for hand och sedan anvinda nagon numerisk metod for att hitta nollstallet till
derivatan. Ange approximativt funktionens storsta virde pa intervallet. Anvind sedan papper och
penna for att ta fram det exakta virdet. Hitta avslutningsvis det storsta virdet m.h.a. fmin. O
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Uppgift 25: Gor en funktionsfil for Newton-Raphsons metod. Som invirden i funktionen bor
man kunna ge en funktion, ett startviirde och en feltolerans. Foérsta raden i funktionsfilen skulle
kunna ha utseendet; function rot=NRrot(f,x0,tolerans). Du kan komma att ha nytta av din
funktion i bl.a. Analyskursen. O

2.2 Anpassning till mitdata

I kursen "Linjar Algebra’ i ldsperiod 1 ldrde vi oss hur man kunde hitta det polynom p(x), av en viss
grad, som i minsta kvadratmening bést anpassade sig till en massa punkter (z1,y1), (z2,y2), (23, ys3),

n

eery (T, yn). Mer precist sa bestémde vi koefficienterna i p(z) sa att Z(yk — p(x)? blev sa litet
k=1

som mojligt. Vi sdg ocksd hur man kunde hitta detta minimum genom att 16sa det s.k. felutjim-

nade systemet. I Matlab kan man anvinda kommandot polyfit f6r att 16sa detta. Lat oss titta
pa ett exempel. Vi borjar med att generera lite slumppunkter, som far symbolisera métdata fran
nagot experiment;

>> x=T*rand(1,10); y=sin(x)+rand(1,10)./10; plot(x,y,’*’)

Antag sedan att vi sdker det polynom p(x) = ax®+bz+c, av grad tva, som i minsta kvadratmening
bést anpassar sig till vara punkter. Problemet 16ses i Matlab av kommandot;

>> p=polyfit(x,y,2)

Resultatet blir en vektor med koefficienterna f6r det sokta polynomet. Vi kan sedan plotta poly-
nomet i samma figur som slumppunkterna;

>> px=0:0.1:7;py=polyval(p,px);plot(x,y,’*’,px,py)

Eftersom slumppunkterna dr skapade som en liten avvikelse fran en sinuskurva, sa finns det ingen
andragradskurva som stimmer bra 6verens. Om vi istéllet anpassar nagot polynom av hogre grad
sé blir det lite battre. Prova t.ex. grad 3 och 10. Aven om man genom att hoja graden kan fa poly-
nomet att 6verenstdmma riktigt bra, sa kiinns det mer naturligt att férsoka hitta den sinuskurva
som bést approximerar punkterna. Lat oss darfér nu istéllet férsdka bestdmma konstanter a, b, ¢
och d, sd att f(z) = asin (bx + ¢)+d , approximerar punkterna sa bra som majligt, dvs. minimerar

n

Z(yk — f(z)?. Problemet &r bara att motsvarande ekvationssystem y;, = f(z3), k = 1,2,3,...,n,
{»ntle ar linjért i a, b, c och d, sa vi kan inte anvinda samma metod som ovan. Vi maste d& anvinda
en mer allmén metod for minimering av funktioner som beror av flera variabler /parametrar. Det
gar utanfor ramen av denna kurs att gora en studie av sddana metoder. Vi néjer oss helt enkelt
med att se hur Matlab kan hjilpa oss att 16sa detta problem. Forst maste vi gora en funktionsfil
av den funktion vi skall minimera. Den skulle kunna se ut sa hér;

function f=felfunk(a)

global x y

f=sum((y-(a(1)*sin(a(2)*x+a(3))+a(4)))."2)

Vi hittar sedan funktionens minimipunkt med kommandot fmins;
>> global x y, a=fmins(’felfunk’,[1 1 1 1],[0 0.001]);

En plottning bekréftar avslutningsvis att vi erhallit en bra kurvanpassning;
>> t=0:0.1:7;plot(x,y,’*’,t,a(1)*sin(a(2) *t+a(3))+a(4))

Lat oss nu titta pa ett lite mer tillimpat exempel. Antag att ett méatinstrument, vid olika tid-
punkter, registrerat positionen hos en stalkula som skjuts ur en kanon och lagrat alla métdata i
en m-fil med namnet data.m;

% data.m: langd och héjd

8.9520 1.0438
9.4239 0.6719
3.3508 2.3072
4.3736 2.5154
1.4931 1.4092
5.3250 2.5439
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Enligt Newtons andra lag beskrivs emellertid kulans rorelse av ett allmént samband av formen;
gz
203 cos?
vid fritt fall (dvs. gravitationskonstanten som ér & 9.8) och (x,y) &r kulans position. Lat oss nu
forsoka bestimma a och vy sa att detta sambandet, sa bra som mdjligt, stimmer in pa de métdata

som ar givna i filen data.m. Vi borjar da med skriva en funktionsfil for felfunktionen;

Yy = rtana — , dar vy dr utgangshastigheten, a dr utgangsvinkeln, g &r accelerationen

function f=parabelfel(a)

global x y

f=sum((y-(x*tan(a(1))-(9.8*x.72)/(2*xa(2)~2x(cos(a(1)))"~2)))."2);

Sedan omvandlar vi métdatan i filen data.m till en matris med namnet data;

>> load(’data.m’)

Det a som minimerar felfunktionen hittar vi sedan med kommandoraden;

>> x=data(:,1); y=data(:,2); global x y, a=fmins(’parabelfel’,[1 1],[0 0.001]);
Avslutningsvis kan vi plotta matdata och den anpassade kurvan i samma figur;

>> t=0:0.1:11;plot(x,y,’*’,t,t*tan(a(1))-(9.8*t.~2)/(2*a(2) ~2*(cos(a(1)))~2))
Om vi pa ett 6verskadligt sitt vill studera kurvans avvikelse fran datapunkterna sa kan vi ocksa
plotta skillnaden;

>> plot (x,y-(x*tan(a(1))-(9.8*x.~2)/(2*a(2) ~2*(cos(a(1)))~2)),’*?)

Uppgift 26: Ta hjilp av fmins for att 16sa Gvningsuppgift 2.25 O

Uppgift 27: Anpassa en andragradskurva y = az? + bx + c till de mé#tdata som dr givna i filen
data.m i texten ovan. Studera sedan andragradskurvans avvikelse fran de uppmétta punkterna.
Hur stor &r den storsta avvikelsen ? Hur stort dr minstakvadratfelet (dvs summan av felen i
kvadrat) ? Hur manga métpunkter ligger 6ver resp. under den anpassade kurvan ? I texten ovan
anpassades ju ocksa en andragradskurva till samma métdata. Varfor ger de bada modellerna inte
samma anpassning ? Vilken modell ar att foredra om man vill uppskatta kulans nedslagsplats 7 O

Uppgift 28: Antag att vi vill anpassa en exponentialkurva y = Ce*® till punkterna (0,3.43),
(0.20,6.41), (0.40, 10.58), (0.60, 22.38), (0.8, 34.0472) och (1.00,68.70). Skriv kurvans ekvation pa
formen Iny = InC + kx och anvind polyfit fér att hitta den kurva som i minsta kvadrat-
mening bist anpassar sig till punkterna (berdkna lny for alla givna y-virden och bestdm minsta
kvadratlosningen m.a.p. InC och k). Anvind sedan metoden med fmins f6r att anpassa kurvan
y = Cek” utan att forst géra nagon omskrivning av ekvationen. Varfor ger de bada metoderna,
inte samma exponentialkurva ? g

Uppgift 29: Pa kursens hemsida (under kursmaterial) kan du himta en m-fil med namnet
matdata.m, som innehaller lite simulerade mitdata. Bestdm den funktion pa formen f(z) =
a - arctan (bx) + b - In (ax) vars graf bast ansluter sig till matdatan i filen matdata.m. O

3 Summor och Integration

3.1 Summor

Om vi t.ex. vill berdkna summan 22:1 #, sa dr det inte fler termer &n att vi kan addera alla
tal direkt i Matlabfonstret;

>> 1/2+1/5+1/10+1/17+1/26

Alternativt kan vi anvéinda kommandot sum som summerar alla element i angiven vektor;

>> sum([1/2 1/5 1/10 1/17 1/26])

Detta blir speciellt effektivt om summan bestar av manga fler termer. Summan Zi(fl ﬁ berék-
nar vi t.ex. enkelt med kommandot;

>> x=1:100;y=1./(1+x."~2) ;sum(y)

Man skulle kunna stilla sig fragan hur virdet pa summan féréindras om vi tar med allt fler och fler
termer i summan. Vi kan berikna delsummorna s, = Y ,_, # for succesivt 6kande n, m.h.a.
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en liten snurra;

>> s5(1)=0.5; for n=2:1000, s(n)=s(n-1)+1/(14+n"2); end
och sedan plotta talféljden s, ;

>> plot(s)

Later vi n ga mot oéndligheten si far vi en summa » .-, ﬁ med oédndligt manga termer. En
sddan summa kallas &ven for en serie (lis mer om séddana i avsnitt 2.5.4 i boken ’Analys i en

variabel’ av Persson/Boijers). Om gransviardet lim s, existerar si sdger vi att serien #r kon-
n—o0

vergent, i annat fall séger vi att serien dr divergent. Med utgangspunkt fran plottningen av
de tusen forsta delsummorna ovan sa verkar det i detta fall som att serien &r konvergent med en

. o o . . . o0 1 .
summa som &r ca. 1.0757. Lat oss nu pa samma sétt studera delsummorna till serien )~ | Wienet
>> clear s, s(1)=1/sqrt(2); for n=2:1000, s(n)=s(n-1)+1/sqrt(1+n~2); end, plot(s)
Trots att denna serie har mycket gemensamt med den forra, som t.ex. att termerna &r positiva
och avtar mot 0, si verkar serien >, ﬁ vara divergent. Naturligtvis duger det inte med

plottning foér att konstatera detta faktum, utan en nirmare analys dr nddvindig.

Uppgift 30: Berdkna de tusen forsta delsummorna till f6ljande serier och forsdk avgdr om de &r

konvergenta eller divergenta.

oo oo

1 1 — — k2
(a) Z 7:0.99 (b) Z 101 (c) 2(2 arctank — ) (d) Z 2k O
k=1 k=1 k=1 k=1
Uppgift 31: Anvind kommandot sum for att berékna ett approximativt viirde pa den konvergenta
serien Z e *. Beriikna sedan seriens exakta virde m.h.a. formel for geometriska summor. O
k=1

oo

k
Uppgift 32: Man kan visa att In(z + 1) = Z(—l)k_l% for —1 < 2 < 1. Undersék VL och

k=1
HL i denna identitet for nagra olika virden pa x. Bekriftar dina iaktagelser att identiteten verkar
stdmma ? O

Uppgift 33: Tag hjilp av Matlab for att besvara fragorna i uppgift 1.29a ur 6vningskompendiet
’Ovningar i Envariabelanalys’. Gor sedan uppgift 1.29b. O

3.2 Numerisk Integration

Bra metoder for att approximativt berdkna integraler d&r mycket betydelsefulla. Sadana metoder
behovs bl.a. for integraler som inte kan berdknas exakt. Men dven om en exakt berdkning ar majlig,
kan en numerisk berdkning vara vil sa intressant, sirskilt som en siddan kan goras snabbt med
hjélp av dator. En naturlig metod f6r numerisk berékning av integraler dr genom approximation
med Riemannsummor. Om f &r en kontinuerlig funktion pa ett intervall [a, b], s& giller t.ex. att

b—a k ’
—(b— d da
() S St bma) = [ e aa no
Verifiera detta ! (se Sats 4 pa avsnitt 6.2 1 boken ’Analys i en variabel’).
2 « 2k ’
Med a =1,b =3 och f(z) =Inz safar vi t.ex. att — Zln(l +—) = / Inzdx da n — oc.
n n 1

k=1

2 o 2k s
For stora n dr saledes — Z In (1 + —) en bra approximation av virdet pé integralen / Inz dx.
n n 1
k=1
Berdkningen;

>> n=1000; x=1:1000; y=log(1+2*x/n); summan=(2/n)*sum(y)

3
ger t.ex. att / Inzdr ~ 1,30 (visa att det exakta virdet ar 31n3 — 2).
1

For generaliserade integraler, dar intervallet dr obegrinsat, far vi nagot modifiera tekniken ovan.



Envariabelanalys for MI1/MEI1, ldsaret 2001 sid. 13 av 14

1
1+x2
integralerna f1 ﬁ dz, for dndliga varden pa b. Om b &r stort sa kommer dessa approximationer

ocksa att vara bra approximationer av floo ﬁ dx , eftersom denna integral &r konvergent. Vi

skulle ocksa kunna succesivt 6ka den Gvre integrationsgrinsen b for varje steg n av forfinad inter-
vallindelning. Om vi vill underséka om en viss generaliserad integral faoo f(z)dz &r konvergent,
och i sa fall uppskatta dess virde, s& ersétter vi helt enkelt b1 (*) med en funktion b(n), sddan att
b(n) — oo och ) 50 dan — oo. Med a =1,b = \/n och f(a:):ﬁ s ger;

n

>> n=10000; x=1:10000; y=1./(1+(1+(sqrt(n)-1)*x/n).~2); summan=((sqrt(n)-1)/n)*sum(y)
att [, 735z dz ~ 0.77 (obs! det exakta viirdet &r 7 /4).

Betrakta t.ex. den generaliserade integralen floo dx. Vi kan som ovan approximativt berdkna

Det finns andra mer effektiva metoder for berdkning av integraler. I kursbokens avsnitt 7.11 finns
forutom “rektangeluppskattningen” ovan ocksad metoden med “trapetsuppskattning” beskriven. En
annan, dnnu effektivare metod, bygger pa den s.k. Simpsons formel;

b —a
[ $)de P () + 45 (@) + 2 (e2) + 41 (3) + e+ 25 (onz) + Af (0t) + £ o)

dira =9 < 11 < o2 < ... < Tp—1 < T, = b (obs! I Simpsons formel maste n vara ett jaimnt tal).
Istallet for att som i rektangeluppskattningen approximera funktionen med styckvis konstanta
funktioner, eller som i trapetsuppskattningen med styckvis linjara funktioner, sa erhalls Simpsons
formel genom att pa delintervall approximera funktionen med andragradspolynom. Lat oss t.ex.
berékna integralen fol # dz med hjilp av Simpsons formel. Med zj = %, k=0,1,2,3,4, far vi
16 16

4 1
= —(14+4—=+2-+4—+=) = 0. 2
12( LT AC 254—2) 0.78539

A 1jw2mm3gffLNOHAfm2m+zﬂ05H4fm7@+f@»

Detta ndrmevérde ligger véldigt néra integralens exakta virde som &r 7 =~ 0.785398.

Matlab har ett redan inbyggt kommando for berdkning av integraler som heter quad. Detta bygger
pa Simpsons metod pa ett ganska smart sitt genom att varje delintervall delas tills fordndringen i
integraluppskattningen ar tillréckligt liten. quad anvinder en s.k. adaptiv metod dir intervallindel-
ningen succesivt bestdms utgaende fran berdkningsresultaten. Titta girna pa filen genom att ge
kommandot;

>> type quad

eller 6ppna filen quad.m i editorn (sok efter filen i Matlabs eget programbibliotek). I princip
fungerar quad pa foljande sétt: Berdkna integralen med Simpsons formel utan att dela intervallet.
Dela sedan intervallet i tva delar. Berdkna integralen igen och jamfér med det tidigare véirdet.
Om dndringen ar for stor sa behandlas integralen 6ver de tva intervallhalvorna var for sig. Vi har
da redan ett utgangsvirde, delar intervallet i tva delar, berdknar med Simpsons formel och jamfor.
Om &ndringen dven nu ar for stor sa behandlas integralen 6ver de tva nya intervallhalvorna var
for sig. Detta upprepas tills man fatt tillrackligt liten dndring 6ver samtliga delintervall. Syftet
med den adaptiva metoden dr att minska antalet berdkningssteg. Med berdkningssteg menar man
oftast en multiplikation och en addition tillsammans. Detta kallar man ocksa for en flyttalsoper-
ation eller en s.k. flop. Ett matt pa hur omfattande en kalkyl dr ges av hur manga flops som har
utforts. I Matlab finns ett rdkneverk flops som haller reda pa hur manga flyttalsoperationer som

har utforts sedan rédknaren nollstélldes, vilket gors med flops(0)

Antag att vi vill berdkna integralen zsinz dr med hjilp av quad. Vi boérjar d& med att
definiera x sin z som en inline—funktim;);

>> f=inline(’x.*sin(x)’,’x?)

Integralen beriknas sedan med kommandot;

>> quad(f,0,pi)

Om vi vill bestimma precisionen i berikningen kan vi t.ex. ange toleransen 10~ 3;

>> quad(f,0,pi,10"(-3))

En femte variabel ger mojlighet att se vilken intervallindelning som anvints;

>> quad(f,0,pi,10~(-3),1)
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Uppgift 34: Berdkna approximativt foljande integraler med hjélp av metoden med rektangelup-

pskattningar (som anvindes pa integralerna f13 Inzdz och [* ﬁ

(a) /15\/1+—m3da: (b) /0 Lsin (c) /0 T e g O

dx i texten ovan)

T

Uppgift 35: Anviand quad for att berdkna integralerna i uppgift 34 ovan. Undersék hur manga
flops som kravs for olika feltoleranser. O

1+z
att anvinda quad. Jimfor med integralens exakta virde. O

2
Uppgift 36: Berikna approximativt integralen / — dx med hjalp av Simpsons formel, utan
0

Uppgift 37: Vid beréikning av den generaliserade integralen [, s

b = y/n i Riemannsummorna i (*¥). Prova och se vad som hinder om man istéllet sitter b = n.
Kommer Riemannsummorna att konvergera mot integralens rétta varde ? Forklara! O

dx i texten ovan, satte vi

Uppgift 38: I avsnitt 3.1 studerade vi serien 220:1 # P& vara berdkningar dér sa verkade
det som att denna serie var konvergent. Visa nu att integralen faktiskt dr konvergent genom att
verifiera integraluppskattningen » .-, ﬁ < fooo ﬁ dr = T (se avsnitt 7.9 i boken 'Analys i
en variabel’).

I avsnitt 3.1 studerade vi dven serien ) p- ﬁ Med utgangspunkt fran dessa berikningar,

vad tror du om integralen floo ﬁ dz. Ar den konvergent eller divergent ? O
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4 Differentialekvationer

4.1 Riktningsfilt

Differentialekvationen y' = f(z,y) kan tolkas geometriskt genom att y' ir riktningskoefficienten
for tangenten till kurvan y = y(z). I punkten (z,y) ar alltsd f(x,y) tangentens riktningskoef-
ficient. Genom att i manga punkter (x,y) rita en kort linje (eller pil) med riktningskoefficient
f(z,y) kan vi fa en uppfattning om hur 16sningskurvorna ser ut. I matlab kan man plotta sddana
s.k. riktningsfilt med kommandot quiver. Antag t.ex. att vi vill plotta riktningsféltet till differ-
entialekvationen y' = y — 2%. Vi borjar da med att skapa en mingd av punkter i zy-planet i vilket
vi vill rita riktningspilar;

>> [x yl=meshgrid(-2:0.2:2);

Sedan beriknar vi virdet pa y — 22 i alla dessa plottpunkter;

>> dy=y-x."2;

och avslutar med att plotta riktningsfiltet med kommandot;

>> quiver(x,y,ones(size(dy)),dy)

Differentialekvationen &r linjar och kan 16sas exakt. Lat oss plotta nagra lésningar i samma figur
som riktningsfiltet;

>> hold on, t=-2:0.01:1; plot(t,t. 2+2*t+2-exp(t),’r’)

>> £=-2:0.01:1.8; plot(t,t. 2+2*t+2-1.5%exp(t),’r’)

>> t=-2:0.01:1.5; plot(t,t. 2+2xt+2-2%exp(t),’r’)

>> £=-2:0.01:0.7; plot(t,t. 2+2xt+2-3*exp(t),’r’)

>> £=-2:0.01:0; plot(t,t. 2+2*t+2-4*exp(t),’r’), hold off

I riktningsfiltet ovan varierar pilarnas lingd med storleken pa y — x2 i respektive plottpunkt. Om
vi vill att alla pilar i riktningsfiltet skall ha samma lingd ger vi istéllet foljande kommando;

>> l=sqrt(i1+dy."~2); quiver(x,y,1./1,dy./1)

Uppgift 39: Plotta riktningsfiilten till f6ljande differentialekvationer. Los ocksa ekvationerna f6r
hand och plotta nagra losningskurvor i samma figur som respektive riktningsfalt.

(a) (1+2%)y —2zy = (1 +2%)arctanz (plotta for —1 <2 <3,-1<y <3).
3
(b) o = i3 +ya: (plotta for —2 <2 <2,-3<y<3). O

4.2 Numerisk 16sning av forsta ordningens differentialekvationer

En metod for att hitta approximativa l6sningar till differentialekvationer av typen y' = f(z,y) ges
av Eulers (polygon-) metod (se sid. 326-327 i boken ’Analys i en variabel’). Ide’n i denna metod &r
att succesivt stega sig fram med réta linjestycken mellan punkter (zg,v0), (z1,Y1), .-, (Zn, Yn), dir
(x0,y0) &r given och linjestycket fran (z,yr) till (€g41,yr+1) har riktningskoefficient f(zg, yx).

Matlab har manga inbyggda kommandon f6r att hitta numeriska 16sningar pa differentialekva-
tioner. En nackdel med dessa program &ar emellertid att funktionen maste vara definierad i en
funktionsfil, inline-funktioner fungerar inte. Ett av dessa program &r ode4b5 som anvinder en
forbattrad variant av Eulers metod som kallas Rugge-Kuttas metod (se under ode45 i helpdesk
for andra program av samma typ). Lat oss se hur vi anvinder ode45b for att hitta approximativa
16sningar till differentialekvationen y' = y — 2?. Borja da med att Sppna Matlabeditorn och skapa
foljande funktionsfil;

% funk.m

function z=funk(x,y)

zZ=y-x."2;

Om vi vill hitta den 16sning till differentialekvationen pa intervallet [—2, 2] som gar genom punkten
(—2,1.8) sa ger vi t.ex. kommandot;



Envariabelanalys for MI1/MEI1, ldsaret 2001 sid. 15 av 16

>> [x yl=ode45(’funk’,[-2 2],1.8);

For att plotta 16sningen ger vi sedan kommandot;

>> plot(x,y)

Lat oss jamféra med den exakta l16sningen;

>> hold on, t=-2:0.01:2; plot(t,t. 2+2*t+2-0.2%exp(t+2),’r’), hold off

Eftersom kurvorna i stort sett sammanfaller sa &r det som vanligt en béttre ide’ att plotta skill-
naden mellan kurvorna;

>> plot (x,y-(x. 2+2*x+2-0.2%exp (x+2)))

Vi ser da att skillnaden huvudsakligen 6kar ju lingre bort fran begynnelsepunkten vi stegat oss.

Programmet ode45 kan ocksa 16sa system av differentialekvationer. Detta ger oss da dven moj-
Y1 =2y1 +y2

! S&
Yo=Y2—UN

lighet att 16sa hogra ordningens ekvationer. For att 16sa ekvationssystemet {
maste vi forst skriva foljande funktionsfil;

% syst.m
function z=syst(x,y)
z=[x.xy(1)+y(2); y(2)-y(1)];

Om vi sedan t.ex. vill hitta de l6sningskurvor y = y;(x) och y = y2(z), pa intervallet 0 < z < 1,
som uppfyller y1(0) = 1 och y»(0) = —2 s& ger vi kommandot;

>> [x yl=oded5(’syst’,[0 1],[1;-2]);
Kurvorna plottas avslutningsvis med kommandot;
>> plot(x,y(:,1),x,y(:,2))

Uppgift 40: Bestdm nagra approximativa losningar till differentialekvationerna i uppgift 39 ovan,
med hjalp av ode45 (vilj sjilv lampliga begynnelsevillkor). Hur mycket avviker dessa fran de ex-
akta 16sningarna ? O

Uppgift 41: Gor om ekvationen y” + 2y’ + 2y = cost, y(0) = 1, y'(0) = —2 till ett system av
forsta ordningens differentialekvationer (sétt y; = y och y» = 9'). Andra sedan i filen syst.m,
fran texten ovan, sa att du kan 16sa detta system med ode45 i intervallet 0 < ¢ < 10. Plotta
16sningskurvorna . Vilken av dem &r y(¢) ? Vad illustrerar den andra kurvan ? J&amfér med
exakta l6sningen. O

4.3 Svingningsekvationen

En av de viktigaste differentialekvationerna dr svingningsekvationen my" (t)+dy’ (t)+ky(t) = f(t).
Denna ekvation upptrdder d4 man studerar svingningar i en string, en stav, en elektrisk krets
m.m. (se dven avsittet 'Ett svingningsproblem’ pé sid 347-349 i boken ’Analys i en variabel’).
En enkel situation dr ddmpad fjddersvingning, da m &r en massa som &r kopplad till ett fast
underlag via en fjader med fjadderkonstant £ och en ddmpare med ddmpkonstant d. Svingningen
drivs av en kraft f(¢) som verkar pa massan. Vi skall nu utnyttja ode45 for att nagot analysera
svangningsekvationen. For enkelhets skull antar vi att m = 1.

Borjamed att himta funktionsfilen svfun.mfran kursens hemsida (under kursmaterial). Med hjélp
av denna funktionsfil kan vi nu studera 18sningarna pé ekvationen y" (t) + dy'(t) + ky(t) = sin at,
for olika ddmpningskonstanter d, fjiderkonstanter k& och frekvenser a. Funktionen svfun anvinder
sig av de globala variablerna FJADER, FREKVENS och DAMPNING, sa& innan vi kan boérja anvinda
funktionen maste vi deklarera dessa variabler som globala i Matlabfonstret;

>> global FJADER FREKVENS DAMPNING

Om vi t.ex. vill studera fallet d = 0.1,k = 4 och a = 1 s& gor vi f6ljande tilldelning i Matlabfon-
stret;

>> DAMPNING=0.1; FJADER=4; FREKVENS=1
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Sedan 16ser vi motsvarande differentialekvation, med begynnelsevillkoren y(0) = 1,4'(0) = 2, med
kommandot;

>> [t yl=oded45(’svfun’, [0 50],[1;2]);
och plottar 16sningen;
>> plot(t,y(;,1))

Fortsdtt nu att analysera svingningsekvationen genom att gora féljande Gvningsuppgift. Forsok
forklara dina observationer matematiskt och relatera till situtionen med dampad fjadersvingning.

Uppgift 42:

(a) Vilj d =1 och drivfunktionen f(¢t) = 0 (det far man med FREKVENS=0). Undersok hur 16s-
ningskurvans utseende varierar med k. Rita grafen till y(¢) for 0 < ¢ < 100. Hur ménga max/min
har kurvan 7 Finns det nagra “magiska” grinser for detta ? Kanske det finns skil att skriva en
snurra som gor detta effektivt. Annars kan du skriva en enkel skriptfil dir du kan #ndra k, kora
oded5 och rita grafen.

(b) Valj k = 4,d = 0.1 och undersok hur 16sningskurvans utseende varierar med a. Losningen
blir s& smaningom som en ren sinusfunktion. For vilket a har denna storst amplitud ? Kan du
uppticka nagra roliga fenomen pa vigen mot bista a—virdet ? Vind pa problemet: vilj a och
variera k tills du far maximal amplitud.

(c) Istallet for konstant k-virde kan vi lata k vara en funktion av ndgon av de andra variablerna,
t,y eller y'. Vi behover da bara gora nagra sma modifieringar av filen svfun.m. Om vi t.ex. vill att
k skall bero pa tiden ¢ enligt ett samband k = k(¢) s& byter vi ut raden k=FJADER mot t.ex. raden
k=fjader(t) dir fjader dr en funktionsfil for funktionen f(¢). Istéllet for att gora en separat
funktionsfil fjader.m si kan vi skriva in den sist i m-filen svfun (ta bort %-tecknet pa de sista
tva raderna i filen och ligg till sjilva berikningsdelen i funktionen fjader). Vi kan gora pa ett
liknande sétt om vi vill lata k vara lagesberoende resp. hastighetsberoende.

Lat k =10 om y > 0 och k£ = 0.01 om y < 0. Lat a = 2 och variera d mellan 0.5 och 0.05. Vad
hénder ? O



	Envarmatlab.pdf
	envmatlabdifekv.pdf

