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1 Matematisk analys

Det som vi idag kallar for matematisk analys &r ett av de storsta och mest forskningsaktiva
omradena inom den moderna matematiken. Den del av analysen som ingenjorsstudenter hu-
vudsakligen kommer i kontakt med ar den sa kallade differentialkalkylen. Detta omrade har
en historia som ar atminstone 2500 ar da redan de gamla grekerna forsdkte att 16sa vissa ge-
ometriska problem med hjélp av vad vi idag skulle kalla f6r en grénsprocess. Omradet tog dock
ett jattekliv framat pa 1600-talet i och med att Newton och Leibniz, oberoende av varandra,
fann de matematiska verktygen nédvandiga for att beskriva en fordndringsprocess.

Differentialkalkylen kan utan att 6verdriva sédgas vara en av huvudorsakerna till den snabba
tekniska utvecklingen. Differentialkalkyl hjdlper ndmligen till med att beskriva och forklara
ett fundamentalt problem inom sa gott som all vetenskap: fordndringsprocesser. Om vi t.ex.
betraktar ett objekt som befinner sig i rorelse sa kan vi beskriva denna rorelse genom att ange
hur dess position i rummet férdindras med tiden. Med andra ord - vi anger dess hastighet. Med
matematiktermer séger vi att hastigheten ar derivatan av den funktion som beskriver objektets
rorelse. Newton insag att han med hjélp av denna matematik kunde beskriva de grundlaggande
fysikaliska lagar som beskriver hur féremal ror sig under inverkan av t.ex. tyngdkraften. Genom
att anvinda derivator kunde han formulera ett litet antal véldigt enkla och eleganta ekvationer
som involverade just olika derivator - sa kallade differentialekvationer. Newton anvinde dessa
ekvationer till att bl.a. forklara varfor planeterna ror sig i ellipsformade banor kring solen
sa som Kepler hade observerat nagra decennier tidigare. Ekvationerna anviands &n idag med
stor framgéng dven om den klassiska mekaniken forfinades av Einstein i borjan av 1900-talet
och ocksa kvantmekaniken gjorde sitt intag nagra ar senare. I samtliga dessa teorier ar dock
fortfarande olika differentialekvationer centrala.

Newton och Leibniz startade inget mindre &n en vetenskaplig revolution och differentialka-
lkylen blev en oerhord framgangssaga som vi fortfarande inte sett slutet av. Matematiken
stilldes pa en teoretiskt stabil grund i slutet av 1800-talet efter insatser av bl.a. Riemann och
utvecklades sedermera till det som idag kallas matematisk analys.

Sa gott som alla existerande naturvetenskapliga modeller involverar differentialekvationer och
antalet tillampningar okar dagligen, detta tack vare den matematiska forskningen i kombina-
tion med datorernas snabba utveckling. Idag &r det mojligt att t.ex. designa en helt ny bil och
sedan “krocka” denna bil utan att bygga en enda prototyp. Man kan ocksé simulera borser-
nas stokastiska utveckling 6ver tiden och férsoka forsta de makroekonomiska effekter som en
rinteforandring orsakar.

Detta hiifte gor inget ansprak pa att formedla en fullsténdig 6verblick Gver analysens manga
tillampningsomraden - detta &r en omdjlig uppgift dven for en tjock bok. Malsdttningen ar
att ldsaren skall f4 se smé exempel pad matematiska modeller som inte ar alltfér abstrakta
eller komplicerade men heller inte sa triviala att de blir ointressanta. Manga av exemplen &r
“klassiska” och aterfinns i ett flertal bocker, langst bak i texten finns en referenslista.
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1.1 Formen av en konservburk

Om man tittar efter i snabbkdpet pa konservhyllan s& finner man att stérre konserver &r
néstan kvadratiska till sin utformning, medan mindre konserverburkar &r forhallandevis hoga
och smala. Varfor dr det sa? Om man tar med ett mattband s kan man méta burkarnas radie
r och hojd h. Man finner att kvoten % varierar mellan néstan 2 (burken &r kvadratisk) och

upp till s& hoga virden som 3.8 (burken &r d& hog och smal). Varfor?

I en perfekt varld...

Antag att vi vill tillverka en cylinderformad burk som skall ha en given volym V. Vi antar
som forsta approximation att vi kan skéra ut topp, botten och den rektanguléra kroppen utan
nagra materialforluster.

Om vi sedan antar att tillverkningskostnaden K
ar direkt proportionell mot materialatgangen, sa
vill vi alltsé minimera

kostnaden K = 2 - 7r? + 277 - h

under bivillkoret att volymen V é&r fix, dvs.

volymen V = mr%h = konstant. () °

och didrmed skriva kostnaden som funktion enbart av radien r;

Hér kan vi 16sa ut h = -
mre’

2V

r

K(r) =2nr? +
och vi soker alltsd minimum av K (r) pa intervallet [0, co[. Man finner enkelt att

2V Amrrd — 2V

K'(r) =4mr — = =
(r) =
sa att K'(r) = 0 & 3 = % Analys av derivatans teckenvixlingar ger att detta véarde
minimerar K, och man finner enkelt att
h
Z_9

)

r

dvs. med vara antaganden minimeras kostnaden av en helt kvadratisk burk.

...men virlden ar ju som den éar.

Nu &ar ju vart antagande ovan om noll materialforluster minst sagt naivt. En lite mer verk-
lighetsbaserad modell torde vara om vi skir ut topp och botten fran en kvadratisk skiva med
sidlangd 2r.

Materialatgangen (och darmed kostnaden) blir da nagot storre och vi vill nu minimera

K =2(2r)% + 2nrh = 8% + 27rh.
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Om vi nu utnyttjar bivillkoret (%) pa samma sétt

som forut sé fas / \
2V

K(r) = 8r* +

: N

2V 1613 — 2V

K'(r)zlﬁr—r—Qz 3
D 3_V s
Den stationédra punkten r uppfyller nu r° = % sa att
h 8
—=—~2.55
room

ett betydligt storre viarde dn forut!
Lite battre kan vi...

En ingenjor fran ING hade naturligtvis insett att
materialspillet blir alldeles for stort om man gor
som ovan. Lite béttre ar att skdra ut topp och
botten fran en hexagon (regelbunden 6-hérning)

med bredd 2r. Det &r inte sa svart att rékna ,
ut att arean av en sadan hexagon ges av 2v/3r2
areaenheter. Alltsa vill vi nu minimera /'
2 2 2V ;
K(r) = 4V3r% 4+ 2nrh = 4/3r% + — . o g
r .
Saledes blir
2V 8V3rd -2V
K’(T):8\/§r——2:7\/_ 5 .
r r

Den stationira punkten r uppfyller nu r3 = % vilket ger

4
r s

Klister? Svets?

Modellen ovan med hexagoner kanske ger en acceptabel materialforlust, men det &r inte rimligt
att tro att kostnaden for att tillverka burkarna enbart dr en materialkostnad. Delarna skall
ocksa fogas samman - en fog for att gora en cylinderkropp och en fog vardera for topp och
botten. Ett rimligt antagande &r att kostnaden for fogningen &r proportionell mot foglangden,
dvs. proportionell mot

h+2-2rmr =h+4nr

Den totala kostnaden kan d& skrivas

K = 4V3r% + 2zrh + k(h + 477)
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dér k ar en proportionalitetskonstant, som &r ett méatt pa hur mycket sammanfogningen kostar
jamfort med materialkostnaden. Vi eliminerar som vanligt h = # och far da

2
K(r)=4V3r? + 2ok (—V2 + zm)
T mr
och

2
K'(r):8\/§r——v+kz —2l—|—47r .
r2 mr3

Foljaktligen,

K(r)=0 & k<—2L+4W>:i—‘;—8\/§r

3
1 2% 44 —L4or

<~ — = =
k 3_5 — 8/3r T% — 4/3r
Om vi nu anviander sambandet
h_V
r s
si fas
1 1 2r—nh/r
ko r wh/r—4V3

eller (ty V/3/r = (wh/r)'/3)

vis <7T_h>1/3 27 — h/r
ko mh/r —4y/3

r

Kostnaden minimeras alltsa da kvoten % uppfyller ovanstaende samband. Nedanstaende figur

. i 1/3 :
visar en plott av vénsterledet VT som funktion av x = %;

Vi ser att for stora burkar (stor 8
volym) eller for burkar déar sam-
manfogningskostnaden &r liten 7
jamfort med materialkostnaden

sa lonar det sig att lata kvoten 6
h

o vara néra 47\/5 ~ 2.21 dvs.
burken blir d& néastan kvadratisk.
For sma burkar daremot, eller for
burkar dir sammanfogningskost-
naden ar betydande, sa 16nar det
sig att lata % vara storre, dvs.
burken bor da vara hég och smal
istallet.
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1.2 Ranta pa ranta
Hur mycket pengar blir det?

Om vi vill lata en bank ta hand om vart kapital, sig K kronor mot en arsrénta r s har vi
efter ett ar K (1 4 r) kronor, efter tva ar sa har vi K(1 4 7)(1+ r) = K(1 + r)? kronor, och
efter N ar har vi

K1+nr)N

kronor pa vart konto. Till exempel kan vi da rédkna ut hur manga ar det tar att dubbla
kapitalet; vi soker alltsd N* sa att

x In2
Kl+r)VN =2K & N = ———.
(1+7) In(1+7)
Observera att fordubblingstiden N* enbart beror pé riantesatsen. Om r = 0.05 = 5% s& blir
. In2 N
" In(1+0.05)

dvs. det tar d& ca. 14 ar for vart kapital att fordubblas.

Ranta pa ranta pa rinta pa . . .

Kalkylerna ovan bygger pa en arlig rdnteberdkning da rantan rdknas ut och laggs till kapitalet.
Mer réttvist (om man inte dr bankdirektor) ar att réntan beriknas oftare. Om vi berdknar
rantan varje kvartal s& har vi efter 1 ar K (1 + %)4 kronor och efter NV ar ar vart kapital

r
K(1+ )W
4
kronor. Om vi istéllet berdknar réntan varje manad sa har vi efter IV ar

K (1 r o\ 12N
(+E)

kronor. Exempelvis om vi sdtter in 10000 kronor med riantesatsen » = 0.05 = 5% s& har vi
efter 1 ar

10000(1 + 0.05) = 10500  kronor om vi berdknar rédntan vid arets slut
1000 (1 + 0'7?5)4 ~ 10509 kronor om vi berdknar rantan kvartalsvis

1000 (1 + %)12 ~ 10511 kronor om vi berdknar rantan manadsvis

Man kan nu ténka sig en modell dar vi berdknar rdntan i “varje 6gonblick”, dvs. en kontinuerlig
rinteberdkning. Efter ett ar skulle vi med n rénteberdkningar ha kapitalet

n
K(1+2)
n
kronor. En kontinuerlig modell far vi alltsd om vi nu later n — oo dvs. kapitalet blir

ra\n
lim K<1+—> .
n—oo n

Vad &r da detta, kan vi berdkna gransvirdet? Ja, om vi anvinder det kinda gransvirdet

1
lim (1+ —)" = e sa far vi kapitalet till att bli
n

n—oo

n 1 n/r\ "
lim K (1 + Z) = K lim <<1 + —> ) = Ke" kronor.
n—oo n n—o0 ’I’L/’I“
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Till exempel om K = 10000, » = 0.05 = 5% som i exemplet ovan s& far vi med kontuerlig
ranteberikning kapitalet 10000e’%° ~ 10513 kronor. Man siger att den effektiva réntan
ar da 5.13%. Efter N ar har vi med denna modell Ke™ kronor; férdubblingstiden blir nu
N* =1In2/r och med r = 0.05 s& ger detta N* ~ 13.9 ar.

En differentialekvation

Ett alternativt satt att komma fram till den kontinuerliga modellen &r foljande. Lat f(t)
vara vart kapital vid tiden ¢ sa att f(0) = K. Lat sedan At vara tidsintervallet mellan tva
rianteberdkningar; vi vill allts& 1ata At — 0. Under tidsintervallet fran ¢ till ¢ + At okar vart
kapital enligt

ft+At) = f(t)(1+rAt)

vilket kan omformas till J(t+At) — f(t)
4 _
X =rf(t).

Om vi nu later At — 0 sa far vi differentialekvationen

flt) =rf(t).

Detta ar en linjar forsta ordningens differentialekvation som dyker upp i alla méjliga samman-
hang déar vi har att géra med nagon form av tillvixt. Ekvationen har den allména 16sningen

f(t) =Ce™

dar C ar en integrationskonstant. Tillsammans med begynnelsevillkoret f(0) = K sa far vi
C = K och ddrmed har vi alltsa funnit att

ft) = Ke™

ar vart kapital efter tiden ¢.
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1.3 Grottan Lascaux

Nir en vixt eller djur lever sa dr andelen '“C i dess vivnader konstant, och denna konstant
dr samma for alla levande organismer. Nar organismen dor sonderfaller denna andel med en
halveringstid pa 5730 ar, vilket man kan anvénda sig av for att aldersbestdmma upphittade
objekt. I den berémda grottan Lascaux i Frankrike (som 5 vénner bokstavligen “snubblade”
in i ar 1940 da de var ute pa en hundpromenad) fann man vad ménga anser vara virldens
vackraste grottmélningar. Man fann andra bevis pa méanniskors néarvaro och i dessa foremal
var 4C-halten ca. 14.5% av det ursprungliga viirdet. Hur gamla var dessa objekt?

En matematisk modell av radioaktivt sonderfall

Ett mycket rimligt antagande ar att sonderfallshastigheten hos ett radioaktivt &mne ar direkt
proportionell mot kvantiteten av detta d&mne, dvs. om m(t) ar méngden radioaktiv substans
vid tiden t s& bor

m/(t) = —km(t)

for ndgon konstant k£ > 0. Det &r en linjar forsta ordningens differentialekvation (som vi sag
i rinteexemplet tidigare) och den har 16sningen m(t) = Ce™** for nagon konstant C. Om vi
vid tiden t = 0 har méngden mg radioaktivt material sa far vi C' = mg och foljaktligen

m(t) = moe™*

Om nu dmnets halveringstid ar T (ar) sa maste

1
5mo = m(T) = mpe " <

vilket ger k =1n2/T. Alltsa:
m(t) = moe” T
Hur gamla var fynden?

For C #r halveringstiden T = 5730 ar och for objekten i Lascaux géller dédrmed

m(t) = mgpe” 51;32()t

Om tp ar den tid som har passerat sedan fynden var levande organismer (t.ex. trad) sa géller
enligt uppgifterna ovan att

0.145mg = m(to) = moe ™ 570% & 0.145 = e~ 57500

Har 16ser man nu enkelt ut tg;

~ 5730In0.145

~ 16000 ar
In2

0=

Anmdrkning. Grottan Lascaux oppnades for turister mycket snart efter 2:a vérldskrigets slut;
oppningen (som var véldigt liten ursprungligen) breddades och man tog emot upp till 1200
turister varje dag. Snart (1955) mérktes dock de forsta tecknen pa att mélningarna tog ska-
da - den stora méangden koldioxid i utandningsluften fran turisterna boérjade att bryta ned
malningarna. Man tog dérfér 1963 beslutet att stdnga grottan for turister.
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1.4 Hjartats pumpférmaga

Bestdmning av flodeshastigheten for en vétska i (t.ex.) ett ror, dvs. méngden vétska som per
tidsenhet passerar ett tvarsnitt av roret, har méanga tillimpningar. Alltifran miljofragor déar
olika vattendrag &r inblandade till medicinska diagnoser. I det sistndmnda fallet kan man t.ex.
for att uppskatta hjartats formaga att cirkulera blodet i vara vener férsoka bestdmma blodets
flodeshastighet. Man talar om begreppet CO som star for Cardiac Output och dr den méngd
blod som per minut genomstrommar hjartat. For en man som viger 70 kg ligger ett typiskt
CO-vérde mellan 5 och 7 liter per minut.

Berikning av flodeshastigheter

En vanlig metod for att bestimma konstanta flodeshastigheter gar ut pa att tillsdtta ett
fargamne och déarefter periodiskt méta koncentrationen av detta &mne vid en fixerad punkt
utefter flodets riktning. Antag att vi tillsdtter fargdmnet vid tiden ¢ = 0 och att vid tiden
t = T s& har allt fargdmne passerat var métpunkt, dvs. om c¢(t) ar koncentrationen (vid
méatpunkten) av fargdmnet vid tiden ¢ sa finner vi att ¢(7') = 0 (i nadgon lamplig enhet, t.ex.
mg/1). Vi delar nu in intervallet [0,77] i n lika stora tidsintervall

O=to<ti<ta<---<t,=T

av langd At = t;—t;—1 = T//n och antar att vi har métt koncentrationerna c(t1), c(t2), . . . , c¢(tn).
Da kan vi uppskatta méngden fargdmne som passerar var méatpunkt under ett delintervall
[ti—1,1;] enligt foljande. Lat F' vara den ej kinda flodeshastigheten, och 1at AV; vara volymen
vitska (t.ex. blod) som passerar méatpunkten under ett delintervall. Eftersom F antas vara
konstant sa maste
AV; = FAt.
3

Typiska enheter kan t.ex. vara cm®/s for flodeshastigheten F' om vi méter volymen i cm?.
Om AA; (métt i t.ex. mg) dr méngden fiargdmne som under delintervallet [t;_i,¢;] passerar
méatpunkten sa far vi approximativt att

AAZ ~ C(tz)A‘/; = C(ti)FAt .

Approximationen bestar hir i antagandet att koncentrationen c(t;) ar ungefiar konstant under
delintervallet [t;_1,¢;]. Denna approximation &r acceptabel om At = ¢; — t;_1 &r litet och
approximationen blir sjalvklart béattre ju mindre At blir. Nu kdnner vi den totala méngden
tillsatt fargdmne A och eftersom allt fargdmne passerat vid tiden ¢ = T s& far vi déarfor

sambandet
A= AZ%F tz‘At:F ti#-
2 A O A= E D et

Observera nu att summan i hogerledet ar en Riemannsummal Déarfor later vi n — oo, (och
dédrmed At — 0) och drar slutsatsen att

A:F/Tc(t)dt.
0

Nu kan flédeshastigheten beréknas som

A
F=——
Jo c(t)dt
och integralen kan beréknas approximativt genom att anvinda de uppmétta vardena c(t1), ..., c(t,),

t.ex. med Simpsons formel

T
/0 c(t)dt = % (c(to) + de(tr) + 2¢(ta) + de(ts) + -+ + 2c(tn—2) + de(tn_1) + c(ty))
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(Har har vi antagit att antalet delintervall n ar ett jamnt tal).

Ett kirurgiskt ingrepp

Lat oss titta pa ett numeriskt exempel: Vid en operation injiceras 6 mg av ett fargdmne i
hjartat pa patienten. Man méter sedan varannan sekund koncentrationen av detta &mne vid
ett stélle i aortan. Tabellen nedan visar de uppmétta koncentrationerna i mg/1. Vi forsoker
att uppskatta patientens CO-vérde.

t |0 2 4 6 8 10 12 14 | 16 18 |20
c(t) 10193 ]817(9.00 |6.34|3.65|1.84|0.88]|0.39]0.15| 0

Med beteckningarna ovan géller A =6 mg, T'= 20 s och At = 2 s. Simpsons formel ger

/20 c(t)dt =~ %(0 +4-(1.93) +2- (8.17) +4-(9.00) +2- (6.34) + 4 - (3.65) + 2 - (1.84)
0
+4-(0.88) +2-(0.39) +4 - (0.15) 4 0)
~ 63.95

Enligt ovan fas darfor

B A 6
f020 c(t) dt 63.95

vilket ger ett CO-véirde pa ca. 5.63 1/m for denna patient.

~ 0.0938 1/s
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1.5 Var finns biosalongens bista plats?

Var skall man sédtta sig i en biosalong om man vill se bra som mdojligt? Ja, forst far man vél
tanka efter en smula vad som det innebar att se s& “bra” som mojligt, men en idé kan ju vara
att forsoka sétta sig dér ens synfalt maximeras, dvs. vi vill finna den plats som maximerar
vinkeln 6 i figuren nedan.

Filmduk

- 3m —

For att fa en explicit situation att rdkna pa har vi har tdnkt oss en biograf med en 9 m hog
filmduk placerad 3 m ovanfor marken och 3 m fran den forsta raden stolar. De flesta biografer
ar numera gradéngsalar och vi antar att lutningen pé stolarean &r 20° dvs. vinkeln oo = 7/9
radianer. Om biografen har 21 rader stolar och om det &r en meter mellan varje rad s& innebér
det att 0 < x < 20 i figuren ovan. Slutligen antar vi ocksa att dina 6gon befinner sig ca. 1 m
ovanfor golvet.

Problemets geometri

Vi infor ytterligare nagra beteckningar i figuren;

T
3ml /

- 3;m —

Cosinussatsen ger

21281
9% = a2 + b? — 2abcos § < O = arccos <M>

2ab
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dar
2 2

a® =c —i—eQ

= (11 — zsina)? 4 (3 + zcos a)?

och
v = d®> 4 ¢ = (zsina — 2)% 4 (3 4 2 cos a)?

Alltsa kan vi skriva

0(x) = arccos ((11 —zsina)? + (3+zcosa)? + (zsina —2)2 + (3 + zcosa)? — 81)

24/(10 — zsina)? + (3 + z cos )2/ (xsina — 2)? + (3 + z cos a)?

Tydligen &r 6(x) en ganska komplicerad funktion; dess graf for 0 < z < 20 ser ut enligt nedan;

0.9

0.85

0.8

0.75

0.7

0.65

0.6

0.55

0.5

0.45

0.4
0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20

Vi ser att det finns ett maximum négonstans néra 3 - alltsa bor man i var biograf sétta sig pa
den tredje stolsraden!

Exakt 16sning

Med hjélp av MATLAB och dess symbolhanterande rutiner (lanade fran MAPLE), s& ger vi
oss ikast med att derivera 6(x) for att finna ett exakt virde; man far

—9cos? o — 9sin? « cos a) x? + (—54 cos? o — 54 sin? a) x + 117 cos a + 351 sin «

oy
(z) (22 4+ (—22sina+ 6cos ) x + 130) (22 4+ (—4sina + 6cos ) x + 13)

Vi later MATLAB beriikna den positiva roten till ekvationen 6’(x) = 0 och far losningen

6 cos o — 2\/90082a + 13sin* a — 39sin3 acos a — 26 sin o 4+ 39 cos asin v + 13
2(sin?a — 1)

~ 2.92

vilket verifierar vart pastaende ovan om tredje raden som bésta plats.
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1.6 Vilket tar lingst tid - upp eller ned?

Antag att vi fran jordytan kastar ett foremal rakt uppat. Lat ¢; vara den tid det tar for
féremalet att n& sin maximala h6éjd och 14t ¢ vara den tid det tar for féremalet att atervanda
till jordytan fran sin maximala hojd. Vilken av relationerna

t1 > to, t1 = to9, eller t1 <t

tror du dr sann? Om t.ex. t1 < to sa innebar det alltsé att det tar langre tid for foremalet att
komma tillbaka till jordytan &n det tar for foreméalet att na sin maximala hojd.

En matematisk modell

Vi antar att foremélet som har massan m kastas vertikalt fran jordytan med begynnelse-
hastigheten vy m/s. Tyngdaccellerationen (som forutsittes vara konstant) betecknas g. Lat
v(t) vara foreméalets hastighet vid tiden ¢, vi rdknar positiv riktning uppat, och lat h(t) vara
foremalets hojd vid tiden t.

Man har experimentellt verifierat (for hastigheter upp till ca. 100 m/s) att bromskraften p.g.a
luftmotstand kan approximativt sdgas vara proportionell mot féoremalets hastighet. Alltsa kan
vi skriva Fiug(v) = —kv dér k ar en proportionalitetskonstant som t.ex. beror pa foreméalets
geometri. Om vi tar med detta i vara berdkningar sa leder Newtons andra lag till begynnel-

sevirdesproblemet
mv'(t) = —kv(t) — mg
v(0) = vy

Detta ar en linjar 1:a ordningens differentialekvation som kan skrivas

)+ o) = —g

m
Efter multiplikation med den integrerande faktorn e**/™ far vi

d

7 <ekt/mv(t)) = —eftimg & v(t) = Ce kt/m _ %

Integrationskonstanten C' bestéams av begynnelsevillkoret v(0) = vy;

mg

w=0C-7
och darmed mg mg
o(t) = (v + 7 ) eeim = 5

For att finna ¢1 16ser vi ekvationen v(t1) = 0;

o:@w%)e—kn/m_%%:%m(H@)

Integration av v(t) ger (efter utnyttjande att h(0) = 0)

h(t) = <v0 + %) % <1 - e*’“/m> - %t

Att finna t5 blir nu en smula problematiskt eftersom ekvationen h(t) = 0 inte kan lésas explicit.
Vi kan dock undga detta problem genom undersoka h(2t1). Om vi utnyttjar att
mg @ ektl/m

t = — =
v(t1) =0 vo + . 7
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s far vi att

h(2ty) = <vo + %) % (1 — e_k%l/m) — %%1

— MYkt /m ™M <1 . —k2t1/m> . @Qt

k € k € L 1
_ Mg kti/m _ _—kti/m myg

= ( ) 2t
_ m2g okti/m —kty/m 2ktq
= = =

2

= m_2g (ektl/m _ekti/m 91, (ektl/m>)

Om vi nu later

flz)=a— = —21In(x)

T
sa géller darmed att

m?g
h(2t1) = k2 / (ektl/m)
Funktionen f :]0,00[— R &r enkel att derivera,
1 2 241-2z

/ . . _(x_l)z
f(x)_l_}—ﬁ_;_ 2 g2

Alltsa géller att f'(z) > 0 for © > 1 och ddrmed ar funktionen f strangt vixande for > 1.
Eftersom f(1) = 0 s& betyder det att f(z) > 0 for alla z > 1. Men da foljer att (ty e*1/™ > 1)

2
m
h(2t1) = k—ng <e’“1/m) >0

Alltsd kan vi dra slutsatsen att det tar lingre tid pa “nedvégen” , dvs. t; < t5. Fysikaliskt
kan detta forklaras med att bromskraften pa vagen upp utgérs av bade tyngdkraften och

luftmotstand, medans pa nedvégen ar det endast luftmotstandet som bromsar.

Om vi gor en numerisk illustration med m = 1 kg, vg = 10 m/s .,k = 0.1 Ns/m och g = 10

m/s? sa ser kurvorna ut enl. nedan.

v(t)
10 T

-5 =t = 1
t=t,=095s

0.2 0.4 0.6 0.8 1 12 14 16 18 2

h(®)

h(2t,) = 0.29

0 I I I I I I I I I
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 1.2 1.4 1.6 1.8 2
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Utan luftmotstand
Om vi férenklar vart problem och forsummar luftmotstandet sa fas begynnelseviardesproblemet

{ mo'(t) = —mg @{ V(1) =

-9
v(0) = o v(0) = vo

Integration ger v(t) = vy — gt, och tiden ¢; fas som lésningen till ekvationen

(Y
v(tl):0<:)v0—gt1:0<:>t1:;o

Eftersom h'(t) = v(t) s& ger ytterligare en integration att h(t) = vot — %gt2, och dirmed
1 2 Vo
h(t):0<:>v0t—§gt =0&t=0ellert=2— =2t
g

dvs. hir géller allsta to = t;, dvs. det tar lika lang tid “upp” som “ned”. Fysikaliskt ganska
sjalvklart eftersom den bromsande kraften pa vigen upp (tyngdkraften) ar exakt lika stor
till sitt belopp som den accellererande kraften pa vigen ned. Ett numeriskt experiment, med
liknande data som ovan ger féljande resultat.

v(t)
10 T

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 1.2 1.4 1.6 18 2

h(®)

0 | | | | | | | | |
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 1.2 1.4 1.6 1.8 2

Eftersom

1 g () 2 2 g 5 VR
h(t) = vot — =gt®> = =% [t — = (e 0
(1) = vt = 59 2( g> +29 5 ( 1)+2g

sa ser vi att kurvan for h(t) &r symmetrisk kring ¢1, dvs. h(t; —t) = h(t + t1).
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1.7 Forfader och riskorn
Sliktforskning?

Antag att vi vill rdkna ut hur manga “direkta” forfader, dvs. fordldrar, mor och far-foraldrar
etc. som vi har om vi tittar tillbaka, 1at oss siga exempelvis 300 ar. Klart &r att vi har 2
fordldrar. Var och en av dessa har tva fordldrar dvs. vi har 22 = 4 mor- och far-forildrar.
I niista steg har var och en av dessa tva forildrar vilket ger oss ytterligare 22 = 8 forfider.
Alltsa, om vi tittar tillbaka n generationer s& har vi totalt

n
2422+ 284204 p 2 =D
=1

forfader. Detta dr en s.k. geometrisk serie och det finns ett enkelt sétt att berdkna en sddan
summa. Om vi kallar summan s,, sa géller ju ndmligen att

sno= sp2-1)=02+22+22+2 +...4+27)(2-1)
2n+1_2

Lat oss nu besvara fragan ovan. Om vi ténker oss att en ny generation uppstar ungefir vart
25:e ar sa gar det 12 generationer pa 300 ar. Antalet forfader som vi har nér vi tittar tillbaka
300 ar blir da

s12 = 2% —2 =213 2 =18190

ett inte alltfor litet antal alltsa!

Mera ris!

Ett annat (mer berdmt) exempel didr denna summa dyker upp &r i sagan dér hjélten begirde
foljande beloning av konungen som tack for utrdttat hjiltedad. Konungen skulle ge var hjilte
ett antal riskorn, ndmligen 1 riskorn for forsta rutan i ett schackbréde, 2 riskorn for den andra
rutan, 4 for den tredje och s& vidare; hela tiden dubbelt s& manga riskorn som i den foregaende
schackrutan. Hur méanga riskorn skulle Konungen hosta upp? Ett schackbride har 64 rutor
vilket ger oss antalet riskorn som summan

1+2+422 4284+ 429 =14 555 =14 204 — 2 = 18446744073709551615 ~ 1.8 - 10*°

Man kan lugnt sédga att Konungen hade en svar uppgift - sd& mycket ris finns inte pa hela
jordklotet. Man kan uppskatta att antalet riskorn per kubikmeter ar ca. 15 miljoner dvs.
15-108. Sa Konungens rismingd motsvarar alltsa ca. 1.8-10'9/15-10% ~ 1.2-10'2 m3. Sveriges
area #r ca. 411000 km?. Om man fordelar riset jimnt éver Sverige sa blir ristéicket nistan
3 m hogt! Ett annat sitt att betrakta denna risméngd &r foljande. Ett riskorn &r ca. 4 mm
langt. Om man la ut alla riskorn efter varandra pa rad, hur lang blir denna rislinje? En enkel
berikning ger att lingden blir ungefir 7.4 - 1012 km. Eller, annorlunda uttryckt, ungefir 7.8
ljusér!
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1.8 Division utan att dividera
En algoritm a la Newton

Antag att vi vill konstruera en algoritm for att med en dator snabbt beriékna b/a dér a,b &r
givna reella tal. Betrakta da funktionen

Uppenbart ir att f(a) =0 a =1, dvs. om f(a*) ~ 0 sa ir o ~ 1 och dérmed &r

Vi kan alltsa dividera genom att enbart anvinda multiplikation. S&, hur finner vi o* utan
att dividera? Newtons metod ger en mojlighet och algoritmen som vi nu skall ta fram an-
vandes faktiskt initialt av datorer for att approximera division. Enligt Newtons metod sa ger
iterationsschemat

f(@n)
T =x, — ,n=12...
T P ’
med startgissningen xg en talfoljd zg,x1,x2,... som snabbt konvergerar mot roten « bara

xo ar “tillrackligt ndra” « fran borjan (man kan visa att konvergensen &r i allménhet s.k.
kvadratisk, vilket innebdr att man vid varje iterationssteg vinner lika manga decimaler som
man redan har). I vart fall blir iterationsschemat

1

Tyl = Tn — — % = Tn(2 — azy) .

2

T

Intressanta fragor &r nu givetvis for vilka startvirden xy denna iteration konvergerar, och
isafall hur snabb &r konvergensen?

Lite numerisk analys

En dator kan representera ett flyttal pa formen a = ¢-2!P dir vanligen —63 <t —p < 64 och
dar ¢ har normaliserats si att ¢ € [%, 1]. Dérfor kan vi antaga att a € [%, 1], vilket forenklar
analysen. Vi definierar nu den s.k. residualen

r, =1—azx,,

och observerar att felet e, i den n :te iterationen da uppfyller

o1
en:a—xn:—:——ﬂjn,
a

Alltsa géller att r, — 0 & e, — 0. Vidare sa far vi nu att

Tpi1 =1—axpi1 =1—ar,(2—axy)=1—ax,(1+7,)=1—-(1—ry)(1+m,) = ri,
och dirmed 7, =72_; =7t ,=... =7r2". Detta betyder att om |rg| < 1 si kommer r, — 0,
och véldigt snabbt dessutom. Felet uppfyller

lent1| = laeq] = aep

dvs. vi har kvadratisk konvergens bara |rg| < 1. For att uppfylla detta villkor maste vi vélja
To sa att

2
O0<zy < —=2a.
a
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Hur astadkommer vi detta? Ett enkelt sitt ar foljande. Lat oss approximera funktionen f(x) =
! pa intervallet [%, 1] genom att anvéanda linjér interpolering, dvs. vi anvinder den rata linje
som gar genom punkterna (1,2) och (1,1). Denna linje har ekvationen g(z) = 3 — 2z vilket
ger 9 = g(a) = 3 — 2a. Uppfyller detta val villkoret ovan? Med hjilp av medelvirdessatsen
kan man ganska enkelt visa att den linjara interpoleringen g(x) till f(x) pé intervallet [z¢, z1]
uppfyller

1
@) = 9@ < g1 20 max |"(@)],
I vart fall ar
"(2)] = —1 <16
1/r2n§x§]f ()] 1/5%3}};1 3|
dvs. pa intervallet [1, 1] giller
1 g o <2 (1) .16=1
z Y=52 ~ 2
Speciellt sa géller da att
! (3—2a)| < L
Z_(3-92a s
a -2

och dérmed |zg — a| < 1 vilket &r ekvivalent med att |ro| = aleg| < a3 < 3. Dérmed far vi
sikert snabb konvergens om vi véljer g = 3 — 2a. Det relativa felet uppfyller
1

< =
-2

€0

och efter endast 6 iterationer (totalt 21 rdkneoperationer) har vi ett relativt fel i storleksord-
ningen 10720,
Vi testkor; lat a = 0.8 sa att vi forsdker approximativt beriikna (0.8)~! = 1.25. Den linjira
interpolanten 3 — 2x ger oss startvardet
x0=3—-2-08=14.

Newtoniterationen ovan ger sedan (i MATLAB)

x1 = 29(2 — 0.82¢) = 1.232

To — 561(2 - 08561) = 1.2497408

x3 = x2(2 — 0.8z2) = 1.24999994625229

x4 = x3(2 — 0.823) = 1.25000000000000

Endast 4 iterationer (14 operationer) kravs for konvergens. Faktum &r att det linjéra interpo-
lationsfelet &r hér en ganska grov uppskattning som ar langt storre &n det verkliga felet, men
det &r en annan historia.
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2 Linjar algebra

1949 forsokte professorn Wassily Leontief (Harvard) att testa sin matematiska modell for
den amerikanska ekonomin. Han anvinde sig av universitets mest kraftfulla dator Mark II och
matade in data i form av halkort. Informationen pé korten representerade en sammanstéllning
av mer dn 250000 olika statistiska data. Leontief hade delat in den amerikanska ekonomin i
500 olika sektorer - kolindustrin, bilindustrin, kommunikationer etc. Varje sektor modellerades
med en linjar ekvation som beskrev hur den sektorn samverkade med de 6vriga 499 sektorerna.
Dessvarre kunde inte Mark II hantera det ekvationssystem som blev resultatet, systemet hade
500 ekvationer och lika méanga variabler vilket var en omdjlig uppgift fér denna dator. Leontief
tvingades darfor att forenkla sin modell till att omfatta 42 ekvationer i lika manga variabler.
Det tog anda 56 timmar innan datorn kunde presentera en losning.

Leontief fick 1973 Nobelpriset i ekonomi for sina matematiska modeller och han var en de
forsta som utforskade tillimpningar av det som vi idag kallar linjér algebra.

I takt med datorutvecklingen har denna matematik blivit allt viktigare och idag resulterar sa
gott som varje matematisk modell i ett linjart ekvationssystem i slutdndan. Dagens datorer
har naturligtvis inte samma begréansningar som 1949 - vi kan nu hantera ekvationssystem med
tusentals ekvationer och obekanta. Nagra exempel pa tillimpningsomraden foljer nedan.

e Den s.k. minsta kvadratmetoden ar en av de mest anvanda berdkningsalgoritmerna som
existerar. I korthet sa gar den ut pé att finna den “bésta” 16sningen till ett 6verbestamt
linjért ekvationssystem. T.ex. s& kan man finna den “bésta” linjdra modellen fér en
dataméngd som kommer fran en serie experiment.

e Fran den dataméngd som erhalls vid moderna rontgenmetoder sasom t.ex. magnetront-
gen skapas en digital bild av ett tvirsnitt av manniskokroppen. Denna bild konstrueras
via analys av ett 6verbestamt linjart ekvationssystem. Minsta kvadratmetoder ar viktiga
har.

e Molekyler (t.ex. ett protein) kan modelleras genom att bryta ned dem i ett &ndligt
antal objekt (atomer) som kopplas ihop via attraherande och repellerande krafter. Pa
samma sétt kan t.ex. en bro beskrivas. I bada fallen beskrivs systemets vibrationer
av en differentialekvation pa matrisform. Matrisens egenviarden svarar mot systemets
egenfrekvenser.

e En situation dar vissa egenskaper for en art som &rvs fran generation till generation
kan matematiskt beskrivas med en matrismodell. Liknande modeller som tar hansyn till
olika begrénsande och stimulerande faktorer anvinds for studier av olika populationer.
En fiskodlare eller en skogsforvaltare kan med hjélp av sddana modeller berdkna optimala
nivaer for skord och sadd.

e [ manga sammangang dr det intressant att forstka hitta maximum eller minimum av
en given funktion f(x) under vissa bivillkor g(x)=0. Om f och g &r linjdra funktioner
s& resulterar detta i att 1osa ett linjart ekvationssystem. T.ex. kan man férstka hitta
den optimala blandningen av komponenter till en produkt, dar proportionerna tillats
att variera inom vissa granser.

e Bild- (t.ex. JPG), video- (t.ex. MPG4) och ljudkomprimeringsalgoritmer (t.ex. MP3)
anvinder Fouriertransformer som &r ett exempel pa linjdra avbildningar. Typiskt s&
delas materialet upp i sma delar som sedan representeras som en vektor. Denna vektor
transformeras med en linjér avbildning och man behéller bara den information som &r
noédvandig for att lura var hjarna
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e Dynamiska processer med forutbestdmda “regler” (som kan bero pa slumpen) kan kallas
for ett spel. Inom spelteorin forsoker man modellera siddana situationer och komma fram
till optimala strategier for varje enskild spelare. I dessa matematiska modeller anvéinds
bl.a. matriser.

e En datorbild kan representeras som en vektor dér varje element svarar mot en pixel. I en
flygsimulator eller i ett datorspel dér man ror sig i en virtuell 3D-vérld (t.ex. det populéra
Counterstrike) kravs det effektiv implementering av bl.a. rotationer och translationer.
Detta utfors med hjilp av matrismultiplikationer.

e Med metoder fran den linjara algebran kan man analysera nétverk av olika slag. Matriser
representerar relationer mellan objekten i nétverket. Resultat fran matrisalgebran kan
sedan Overforas pa resultat om objekten i ndtverket. Som exempel kan ndmnas den
sociala strukturen i en grupp, planering av flygstréckor och analys av olika monster i ett
riksdagsval.

e Om man vill konstruera t.ex. en bil ritar man en modell av bilen i en dator. Dér inter-
poleras vissa givna punkter med glatta kurvor (s.k. splines). For att bestdmma dessa
kurvors matematiska former 16ser man linjira ekvationssystem.

e Viderstatistik kan anvidndas for att uppskatta sannolikheten att det snéar en viss dag
beroende pa om det snéade eller inte dagen innan. Mer generellt sa kan man ténka sig ett
system som gar fran ett tillstand till ett annat med viss sannolikhet. Saddana processer
- Markovprocesser - hanteras med hjalp av matriser.

e Kodning anvinds for att bl.a. felkorrigera meddelanden. Kryptering anvands for att sak-
ert overfora kinslig information och har blivit allt viktigare i samband med teknikutveck-
lingen. I bada fallen omformas data till kodad /krypterad data for att darefter aterskapas
till originaldata igen. Det finns manga olika system som anvéander sig av matrismetoder
for att astadkomma detta.

e Teorin for dynamiska system behandlar iterationer av avbildningar eller 16sningar till
differentialekvationer. Man far en avbildning 7T'(¢) vars linjarisering &r en matris. Om
det storsta egenvirdet till denna matris vaxer exponentiellt sa har systemet ett kaotiskt
uppforande (Exempel pa dynamiska system &r vart solsystem, partiklar i en vétska/gas,
elektroner i ett plasma etc.)

Nedan presenteras nu nagra enkla exempel dér metoder fran den linjéra algebran anvénds, i
vissa exempel kombinerat med matematisk analys.
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2.1 Kemisk balans
Brinnande propangas

Kemiska ekvationer beskriver hur kvantiteter av olika &mnen produceras och konsumeras
genom kemiska reaktioner. T.ex. nir propangas brinner, reagerar propan (CsHg) med syre
(O2) och bildar da koldioxid (CO32) och vatten (H20), enligt en ekvation som har foljande
form;

(:Cl)C3H8 + ($2)OQ — ($3)COQ + ($4)H20 .

For att “balansera’” denna ekvation maste en kemist finna positiva heltal z1, ..., z4 sddana att
det totala antalet kol-, vite-, och syreatomer pa den vénstra sidan motsvaras av ett lika stort
antal pa den hogra sidan (eftersom inga atomer forsvinner eller tillkommer genom reaktionen).

Kemisk matematik

En systematisk metod for att balansera sadana kemiska ekvationer &r att med hjéilp av vektorer
stalla upp en ekvation som beskriver antalet atomer av de grunddmnen som férekommer i
reaktionen. Eftersom den reaktion som beskrivs ovan innehéller tre olika grunddmnen - kol,
viite och syre - konstruerar vi for varje reagent en vektor i R® som bokfor antalet atomer i
varje ingaende molekyl. Forsta elementet i vektorn ger antalet kolatomer, andra elementet ger
antalet viteatomer och det tredje ger antalet syreatomer enligt féljande monster;

3 0 1 0
C3Hg : 8 Oy : 0 COq : 0 H-50 : 2
0 2 2 1
Inséttning av dessa vektorer i ekvationen ovan ger da att heltalen x7 ..., x4 maste uppfylla
3 0 1 0
T 8 + T2 0 =x3 0 + x4 2
0 2 2 1
3 0 1 0 0
T 8 + X9 0 — I3 0 — X4 2 = 0
0 2 2 1 0

vilket ar ekvivalent med det linjira ekvationssystemet

3$1—$3:0
81‘1—21‘420
2$2—2$3—$4:0

Gausselimination ger l6sningarna x; = %t, To = %t, T3 = %t, x4 =t dér t € R ar en parameter.
Villkoret att x1,..., x4 skall vara positiva heltal ar uppfyllt om vi t.ex. véljer ¢ = 4. D4 blir
1 =1,29 = 5,23 = 3 och x4 = 4. Den balanserade kemiska ekvationen blir séledes

C3Hg 4+ 509 — 3CO4 + 4H50 .

Anmdrkning. Den kemiska ekvationen blir balanserad for alla val t = 4n dar n ar ett positivt
heltal men kemister féredrar den ekvation dér koefficienterna ér s smé som méjligt.
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2.2 Elektriska kretsar
Fysikaliska principer

Har skall vi se vad en elektrisk krets kan ha med linjara ekvationssystem att gora. Den enklaste
elektriska kretsen bestar av spanningskéillor och motstand. Spanningskéllorna (t.ex. batterier)
alstrar en strom i kretsen och motstanden (t.ex. glodlampor) begrénsar strommens storlek.
Strommens flode i en krets bestdms av tre grundlaggande fysikaliska principer.

1. Ohms lag. Om ett motstand i en krets har resistansen R (méts i ohm Q) sa géller
sambandet U = RI, dar U &r spanningsfallet 6ver motstandet (méts i volt V') och I &r
strommen (méts i ampere A).

2. Kirchoffs férsta lag. Summan av ingdende strommar in i en knutpunkt ar lika med
summan av utgaende strommar i samma knutpunkt.

3. Kirchoffs andra lag. Summan av spanningsfallen i en sluten krets ar alltid 0.

Pa med strommen!

Lat oss tillampa dessa lagar for att bestimma strommarna i kretsen nedan.

20 Q 4 5
M
I 3
10y —— 200Q 200Q —— 10V
Il
l 20 Q
AW

Tillampning av Kirchoffs forsta lag pa de fyra knutpunkterna ger ekvationerna

L=5L+1
Iy =15+ I5
IL+1g=1
I3+ I5 = I
Vidare, s& ger Kirchoffs andra lag tillsammans med Ohms lag pa tva slutna kretsar ekvation-

erna
2015 — 20l =0 och — 10+ 2015 — 201, =0

Vi kan nu sammanfatta ekvationerna ovan som det linjira ekvationssystemet

L—-1I, —1,=0
I3+ 14, —1I;=0
L +1h+1g=0
I3+ 1 —1Ig=0
2[1—{—2[3:1
—2[2—|—2I5:1

Gausselimination ger sedan I} = Iy =I; =l =1/2 A, I, = I3 =0 A.
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2.3 Djuruppfédning

En djuruppfédare ar intresserad av att veta hur méanga djur han kan sélja arligen utan att
det paverkar hans totala djurpopulation alltfor negativt. Lat oss forsoka konstruera en enkel
matematisk modell fér detta d&ndamal.

Om vi antar att djuren blir kénsmogna efter 1 ar och reproducerar sig déirefter sa &r det
intressant att veta dels hur manga ungdjur (icke konsmogna) som finns och dels hur manga
vuxna djur (kdnsmogna) som finns. Lat darfor ug och vy beteckna antalet ungdjur resp. vuxna
djur i djuruppfédarens ago ar k.

Vi antar nu att reproduktionshastigheten beskrivs av en parameter f, dvs. vi antar att fran v
vuxna djur far vi ett tillskott av f-vg ungdjur aret dérpa. I samma anda sa antar vi vidare att
av up ungdjur och vx vuxna djur sa avlider d, - uy resp. d, - vy av dessa under aret. Slutligen
antar vi att uppfodaren séljer en andel s av de vuxna djuren arligen, dvs. fran v, vuxna djur
siljs s - v.

Sammantaget kan vi nu skriva ned ett samband mellan populationen ug, v ar k och popula-
tionen wugy1,vka1 ar k + 1 enligt foljande.

{ U1 = fog oller { U1 = fog
Vg1 = U + Uk — dyup — dyUp — Suj Vg1 = (1 = dy)ug + (1 — dyy — s)vg

Om vi nu definierar

o w _ _ 0 !
Xk_<vk >,/<:—O,1,2,... , OChA_((l—du) (1—dv—8)>

s& kan ekvationerna formuleras som det eleganta matrissambandet

Xpi1 = AX),, k=0,1,2, ...

Differensekvationer
Ett matrissamband av typen
Xpi1=AXg, £E=0,1,2,...

ar ett exempel pa ett dynamiskt system som har formen av en s.k. differensekvation. En
16sning utgors av den foljd av vektorer Xy, X1, Xo,... som &r relaterade till varandra enligt
differensekvation Xy, = AXj. Dylika differensekvationer upptrider naturligt i manga linjira
modeller och intressanta fragestéllningar &ar t.ex.

1. For ett givet begynnelsetillstand X, finns det en vektor X* sadan att klim X, = X*?
— 00

2. Om vi kan visa att gransviardet X™* existerar, kan vi d& ocksa berdkna X*7

3. For ett givet begynnelsetillstand Xy, kan vi hitta en formel som later oss berdkna Xj
uttryckt i Xy?

4. Givet en vektor Y, kan vi bestdmma X s att X, = Y7

5. Givet en vektor X*, kan vi bestamma X s att klim X, =X

—0Q
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En 16sningsmetod

Om begynnelsetillstandet Xy ar kéint s& kan man berdkna X7, Xo,... enligt

X, = AX,
Xy = AX, = A%X,
Xy =AXy = A2X, = A3X,

X, =AFXy, k=1,2,...

Alltsa har vi en l6sningsformel Xj, = A*X{ dvs. vi har i princip besvarat fraga nummer 3
ovan. Problemet med denna formel &r att vi maste beriikna (stora) potenser av en matris, A¥
och det innebér mycket arbete. De 6vriga fragorna dr ocksa ganska komplicerade att besvara
enbart med denna formel. Kan vi mdéjligen hitta en mer explicit formel? Ja ibland gar det,
t.ex. om vi antar att matrisen A ar diagonaliserbar. D& kan vi skriva

A=8DS"!

dér D ar den diagonalmatris som har egenvérdena till A som diagonalelement och S &r den
matris som har motsvarande egenvektorer som kolonner. Férdelen ar att nu blir det enkelt att
berdkna AF;

AF = (SDS Y = 8DS~'SDS!...SDS 1SDS™t = SpDkS!

dvs. vi behover bara kunna beridkna stora potenser av D. Men detta &r enkelt eftersom D &r
en diagonalmatris! T.ex. om (i 2 x 2—fallet)

A0 Ak A0
D= 4 ar DV = .
( 0 A > sa ot ( 0 A
Vi kan dven besvara de tva forsta fragorna nu; gransvektorn X* existerar om och endast om

klim DF existerar dvs. om och endast om |A;| < 1 och |Ag| < 1.
— 0

Ater till farmen

Lat oss nu forsoka anvinda djuruppféodarens modell till att bestdmma andelen vuxna djur s
som skall séljas pa ett sadant satt att populationen varken dor ut eller vixer utan 6vre grans.
Vi antar att f = 0.9, d, = 0.1 samt att d, = 0.2. Da &r X}, = A* X, dar

0 09
A‘<0.9 0.8—5)'

Observera att denna matris dr symmetrisk och dédrmed diagonaliserbar. Lat oss kalla egen-
virdena till A for A; och A2 och samtidigt anta att |A;| > |A\a|. Da géller (enligt diskussionen
ovan) att om |A;| < 1 sa4 kommer populationen att do ut, dvs.

xi- ()

Om |A;| > 1 s& medfor det med ett liknande argument att

- (2)
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dvs. populationen vixer obegransat. Alltsa vill vi bestdmma andelen salda djur s sa att
|A1] = 1. Det karakteristiska polynomet till A ges av

p(\) = det(A — XI) = X\* — (0.8 —5)A — 0.81.

Eftersom p(1) = s—0.61 s& kan vi vélja s = 0.61 och darmed fa \; = 1 och Ag = —0.81. Alltsa
kan djuruppfodaren silja 61% av de vuxna djuren utan att populationen riskerar att do ut
eller att population vixer okontrollerat. Med denna forséljningsandel kommer populationen
att ndrma sig ett jamnviktsfordelning dar det gar 9 ungdjur for varje 10 vuxna djur, dvs.

U 9
m — = —.
k—o0 VL 10

Fér att visa detta diagonaliserar vi A. Man far A = SDS™! dar

9 10 10
S‘(m —9> OChD_<0 —0.81)'

D4 kan vi enkelt berdkna

Ak — gpkg-1_ ... _ 1 < 81 +100(—0.81)* 90 — 90(—0.81)% >

T 181\ 90— 90(—0.81)F 100 + 81(—0.81)*

s& att med

far vi
lim X, = lim A*X, = klim SDFS1X,
— 00

k—o0 k—o0
i L ( 81+100(=0.81)% 90 —90(—0.81)"* m
k—oo 181 \ 90 —90(—0.81)% 100 + 81(—0.81)* vg

1L /81 90 up \ _ 1 [ 8lug+ 90vg
~ 181\ 90 100 vo ) 181 \ 90ug + 100wy

Alltsa géller att X, — X™* dar
Y u*\ _ 1 [ 8lug+90vg
S\ v* ) 181\ 90ug + 100vg

u*  8lug +90vg  9(9ug + 10vp) 9

v*  90ug + 100wy 10(9ug + 10vg) 10

och

vilket bevisar pastaendet ovan.
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2.4 Google och egenvektorer

Alla inser idag betydelsen av att ha tillgang till en bra s6kmetod for att hitta websidor. Nar
vi soker efter en websida vill vi fa tréffar som &r relevanta for vart sékord. Vad betyder detta?
Naturligtvis maste websidan pa nagot sétt innehalla vart sékord men om det &r manga sidor
som gor det, hur skall vi gradera dem? I ett tidigt skede sa rdknade sckmotorerna helt enkelt
bara hur manga ganger det aktuella sokordet forekommer, men denna metod ger ofta mycket
daliga resultat. Vi vill pa nagot sitt kunna avgora hur pass viktig en websida &r. En idé ar
att berdakna hur méanga andra websidor som lénkar till den aktuella websidan, men denna
metod missar manga sidor som kan vara valdigt viktiga utan att for den skull ha ett stort
antal lankar till sig. En mer sofistikerad variant av denna idé anvinds av sckmotorn Google
(www.google.se). Google méter graden av viktighet genom att anvinda ett system som kallas
for PageRank och utvecklades av grundarna till Google. Pa googles hemsida kan man ldsa att

PageRank relies on the uniquely democratic nature of the web by using its
vast link structure as an indicator of an individual page’s value. In essence, Google
interprets a link from page A to page B as a vote, by page A, for page B. But,
Google looks at more than the sheer volume of votes, or links a page receives; it
also analyzes the page that casts the vote. Votes cast by pages that are themselves
“important” weigh more heavily and help to make other pages “important.”

Lite 16st kan man alltsa sdga att en websida ar viktig om andra viktiga websidor har lankar till
den. Detta later som en cirkeldefinition men 1at oss forsoka se vad denna tanke kan anvindas
till.

Viktade viktigheter

Antag att vi numrerar alla websidor fran 1 till n och later later xj vara ett matt pa hur pass
viktig websida nummer k &r. Tanken med PageRank ovan ar da att talet xj &r proportionellt
mot summan av alla x; sddana att sida ¢ har en lank till sida k. Alltsa har vi ett system av
ekvationer som kan se ut ungefiar som

x1 = a(z23 + 341 + Tas25)
xo = o3 + Te34 + T346347 + T286352)

Detta ar ett (gigantiskt) linjart ekvationssystem! Lat nu

T

Tn
och definiera A = (a;;) som den n x n—matris som uppfyller att

0 — 1 om sida ¢ lankar till sida j
Y71 0 annars

Da kan ekvationssystemet ovan skrivas som
X =aAX

dvs. ekvationerna beskriver ett egenvirdesproblem! Vektorn X som vi vill ta reda pa &r tydligen
en egenvektor till matrisen A horande till egenvirdet A = 1/a. For att berdkna X kan man



Nagra exempel sid. 27 av 36

ta reda pa samtliga egenvektorer till A och sedan vélja X som en egenvektor med enbart
positiva element. Om vi har berdknat X s& ar det sedan latt att rangordna websidorna i fraga
om viktighet; den viktigaste websidan ar den sida k som hor ihop med det storsta talet xy i
vektorn X. Pa sa sétt kan Google ordna sidorna vid en s6kning sé& att den som letar far hjalp
med att rangordna sidorna och darmed sparar tid.

Ar HV bist?

Denna idé for att rangordna objekt med hjilp av egenvektorer gar tillbaka till 50-talet och
har fatt allt storre betydelse i takt med den 6kade graden av webapplikationer. Det finns dock
manga andra situationer dar det kan vara intressant att gora en “intelligent” ranking enligt
metoden ovan. Ta t.ex. en turnering déar ett antal lag har mott varandra ett antal gdnger. Om
x ar styrkan hos lag k och om vi antar att styrkan hos ett lag k ar proportionellt mot styrkan
i de lag som lag k har besegrat sa aterfar vi ett ekvationssystem av formen

X =aAX

dér A = (ai;) och a;; ar antalet ganger som lag i besegrat lag j. Lat oss ta ett litet exempel.
Antag att vi har 5 lag som har kdmpat i en serie dér alla mott varandra tva ganger - en
hemmamatch och en bortamatch. Matrisen A fick d& foljande utseende;

02001
001 21
A=121 0 0 0
20 2 01
11210

Hér ser vi t.ex. att lag 1 har vunnit tva ganger mot lag 2 och 1 géng mot lag 5 osv. Berdkning
av egenvektorerna till A ger att
0.38
0.49
X =1 032
0.50
0.52

Alltsé ar lag 5 det lag som rankas hogst och darefter foljer i fallande ordning lag 4, lag 2, lag
1 och sist lag 3. Observera att bade lag 5 och lag 4 vunnit lika manga matcher, men lag 5
har vunnit mot starkare lag jamfort med lag 4. Likasa har lag 1 och lag 3 vunnit lika manga
matcher men eftersom lag 1 vann en match mot vinnaren lag 5 sa rankas lag 1 hogre.
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2.5 Designerkurvor

Nér en designer arbetar med ett CAD-program &r en metod att ge som indata ett antal
punkter, s.k. definitionspunkter och sedan lata programmet berékna och rita ut en kurva som
“anpassar sig” till dessa definitionspunkter. Om kurvan passerar genom punkterna sé talar
vi om en interpolerande kurva, och annars om en approrimerande kurva. Problemet med att
finna en interpolerande kurva kan enkelt formuleras som att givet definitionspunkterna

(xlayl)v s (xnayn)

vill vi finna en kurva som passerar genom samtliga n punkter.

Detta ar ett klassiskt problem som &r latt att
16sa; t.ex. kan man alltid finna ett polynom av
grad n — 1 som interpolerar dessa punkter. I
praktiska sammanhang &ar detta sdllan gangbart
eftersom om n &r stort s& kommer kurvan som
bestdms av polynomet att kraftigt oscillera mel- -1 L . . : L s 7
lan definitionspunkterna. Istéllet anvidnder man
sig av en styckvis definierad kurva dvs. en kurva
sammansatt av manga delkurvor. Dessa delkur-
vor dr vanligtvis polynom av relativt lag grad
och varje delkurva interpolerar bara ett fatal def-
initionspunkter.

Kubiska splines

Ordet spline ar ett engelskt ord for ett rithjalpmedel som bestar av en tunn, flexibel traremsa.
Den anvinds som en typ av interpolerande linjal genom att fixera den med ett antal stod i
definitionspunkterna som gor det mojligt att rita en kurva som passerar genom dessa punkter.
Vi vill nu skapa en matematisk motsvarighet till denna spline. Vi antar for enkelhets skull att
interpolationspunkterna ar jamnt fordelade i x—led , dvs. vi antar att

CEi—xi,l:h, izl,...,n.

Lat y = S(x) vara den interpolerande kurva vi soker, definierad for = € [z1, z,]. Vi vill att den-

na kurva skall beskriva splinelinjalens deformation, nér definitionspunkterna ar (z1,41), ..., (Tn, Yn)-
Om vi ser linjalen som en punktbelastad balk séa far vi enligt hallfasthetsldrans ekvationer vil-
lkoret att fjarde derivatan av S(z) &r noll mellan interpolationspunkterna, dvs.

SW()=0, forxelz, ], i=1,....,n

For smé bojningar sidger ocksd denna hallfasthetslira att S(z) méaste ha tva kontinuerliga
derivator, dvs. S(z), S’(z) och S”(z) méaste vara kontinuerliga for x € [z1,z,]. Det ar det
sista villkoret, att S”(z) dr kontinuerlig som gor att vi uppfattar kurvan som “jamn” dvs. vi
uppfattar den som en hel kurva utan skarpa kanter nagonstans. Matematiskt s& sdger man
att kurvan har en kontinuerlig krékning. Detta ar ett minikrav men det récker langt eftersom
vi klarar av att se diskontinuiteter i krokningen, dvs. i S”(z), men diskontinuiteter i hogre
ordningens derivator méarker vi inte med blotta 6gat.

Eftersom S (x) = 0, i varje delintervall Jz;, z;_1[ sa finner vi efter fyra integrationer att S(z)
maste vara ett tredjegradspolynom péa varje delintervall. Harifran kommer alltsd bendmningen
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kubiska splines for sadana kurvor. Foéljaktligen kan vi skriva
Si(z), 1 <z <9
Sa(z), 29 << a3
S(a) = (x)

Sn—l(x)7 Tp—1 <2 < 2y

dér Si(x), Sa(z),...,Sn—1(x) &r kubiska polynom definierade pa respektive delintervall.

Berikning av koefficienterna
Om vi (for att forenkla de kommande berdkningarna) skriver de kubiska polynomen som
Si(x) = ai(x — )’ + bi(w —2:)* + ci(e —m) +di, i=1,...,n—1

s& har vi att bestdmma de 4n — 4 koefficienterna a;, b;, ¢;,d; fori =1,...,n— 1.
Foljande villkor méaste vara uppfyllda.

1. S(z) skall interpolera definitionspunkterna (x;,v;), i = 1,...,n, dvs. S(x;) = y;, i =
1,...,n.

2. S(z) ar kontinuerlig pa [z1,zy], dvs. Si—1(x;) = Si(z;), i =2,...,n— 1L
3. §'(x) &r kontinuerlig pa [z1,zy], dvs. S!_(z;) = Si(z;), i =2,...,n— 1.
4. S§"(x) ar kontinuerlig pa [z, xy], dvs. S/ | (x;) = S/ (2;),i=2,...,n— L

Dessa totalt 4n—6 villkor ger upphov till lika manga ekvationer, alltsa saknas det tva ekvationer
men vi aterkommer till detta. Om man genomfor berdkningarna sa kan resultatet skrivas som

by = 5t

e — Yir1=yi _ (miy1+2mi)h

i = TR 6

d; = y;
for ¢ = 1,...,n — 1. Har 4&r h = x; — x;_1 och vi har uttryckt koefficienterna med hjalp
av kvantiteterna m; = S/(z;), i = 1,...,n som entydigt bestammer vara kubiska splines.

Villkoren ovan ger upphov till féljande ekvationer

my + 4mg 4+ m3 = 6(y1 — 2y2 + y3)/h*
ma + 4ms + ma = 6(ys — 2y3 + ya) /h?

Mp—2 +4my_1 +my, = 6(%—2 - 2yn—l + yn)/h2

Detta ar ett linjart ekvationssystem med n — 2 ekvationer och n obekanta. Precis som vi
observerade tidigare sa saknar vi tva ekvationer for att entydigt bestdmma de obekanta
mi,..., my. Skilet &r helt enkelt att det finns oéndligt manga kubiska splines som uppfyller
kraven ovan. For att véilja en av dessa mojliga splines maste vi tillféra villkor i &ndpunkterna
(x1,y1) och (z,,yn). Det finns manga olika sétt att gora detta pa, en vanlig variant ar att
man kraver att andraderivatorna i &ndpunkterna &r noll, dvs. vi sédtter m; = m,, = 0. Detta
resulterar da i det kvadratiska ekvationssystemet
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Y1 — Y2+ ys3
4 10 0 00 ma Y2 — 2y3 + Y
1 1 0 00 ms3 6 Y3 — 2ys + ys
: : =2 :
000 1 1 Mip—2 Yn—4 — 2Yn—3 + Yn—2
0 00 1 4 mnp—1 Yn—3 — 2Yn—2 + Yn—1

Yn—2 — 2yn—l + Yn

nu skrivet pa4 matrisform. (Fysikaliskt betyder villkoret m; = m,, = 0 att den elastiska linjalen
fritt far fortsétta i rata linjer efter &ndpunkterna).

Ogats kinslighet

Lat oss ta ett exempel. I tabellen nedan har man vid ett experiment uppmaétt 6gats spektrala
kinslighet (i enheten lm/W) for ett antal olika vaglangder. For vilken vaglingd &r Ogats
kénslighet som storst?

Kénslighet (Im/W) | 198 649 587 226 82
Vaglangd (nm) 500 540 580 620 660

Alltsa ar (z1,y1) = (500,198), ..., (z5,y5) = (660,82) och h = z; — x;—1 = 40. Med m; =
ms = 0 fas enligt ovan ekvationssystemet

4 10 ma —1.9237
1 41 m3 | = | —1.1212
01 4 my 0.8137

Det foljer att mo = —0.4207, mg = —0.2411 och m4 = 0.2637 sa att vi kan berékna koeffi-
cienterna till polynomen med hjélp av uttrycken ovan. Var kubiska spline blir

—0.0018(z — 500) + 14.08(z — 500) + 198 , 500 <z <540
S(z) = 0.0007(z — 540)3 — 0.2103(z — 540)? + 5.666(x — 540) + 649 , 540 < x < 600
) 0.0021(z — 600)3 — 0.1205(z — 600)2 — 7.569(x — 600) + 587 , 600 < x < 640
—0.0011(x — 640) 4 0.1319(z — 640)% — 7.116(x — 640) + 226 , 640 < 2 < 680

I figuren till héger plottas métpunkterna och var 700

interpolerande kurva. Vi ser att det finns ett
storsta véirde i intervallet [540,600] och for att
finna detta deriverar vi S(z) och letar efter sta- S

tioniira punkter. Om z € [540,600] sa fas ’ \

600

IS
S
S)

S'(x) = 0.0021(2—540)% —0.4206(x—540)+5.666

Kanslighet (Im/wW)

@
S
S}

Den rot till ekvationen S’(x) = 0 som ligger i det
aktuella intervallet visar sig vara z* &~ 555 nm.
Ogats maximala ljuskinslighet uppnas alltsa for
vaglangden 550 nm och da &r kdnsligheten

200

100

0 I I I I I
400 450 500 550 600 650

S(-T*) ~ 689 lm/W Véglangd (nm)

700
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2.6 Temperaturfordelning i en metallskiva

Diskretisering av s.k. kontinuerliga system resulterar ofta i linjira ekvationssystem - vi skall
hér titta lite ndrmare pa ett sddant exemepel. Varmeflodet genom ett 2-dimensionellt objekt,
t.ex en tunn metallskiva, bestdms av virmeledningsekvationen

oT
VT = —.
a ot
Detta ar en s.k. partiell differentialekvation; héar ar temperaturen 7' = T'(z,y,t) en funktion
*T  9°T
av 3 variabler och V2T = e + 507 Parametern p dr en vdrmeledningskonstant som &r
£ Yy

materialberoende och hér later vi p = 1. Betrakta nu en kvadratisk tunn metallskiva dér
vi ser till att de fyra kanternas temperaturer fixeras till 10°, 20°, 30° resp. 40°. Vad blir
d& temperaturen i en punkt (z,y) inne i skivan? Eftersom systemet strdvar mot jamvikt
sa intrader efter en viss tid en stationdr temperaturfordelning, dvs. T'(x,y,t) = T(x,y) och
virmeledningsekvationen évergar i detta jamviktsliage till V2T = 0. Detta dr en extremt viktig
partiell differentialekvation som modellerar alla mojliga fysikaliska fenomen inom omraden
som t.ex. elektromagnetism, hydrodynamik och gravitation. Funktioner som &r 16sningar till
denna ekvation kallas for harmoniska funktioner, och de uppfyller en slags medelvéirdesprincip
- temperaturen i en viss punkt 7'(x,y) méaste vara lika med medelvirdet av temperaturen i
omkringliggande punkter. Om detta inte vore fallet s& skulle vi ha ett virmefléde och dédrmed
inte jamvikt. Denna egenskap kan visas matematiskt; om V27 = 0 sa far man om h &r ett
litet tal att

T(x,y) ~ (T(:U —h,y)+T(x+h,y)+T(x,y—h)+T(z,y + h)) .

1
4
Detta sdger bara att T'(x,y) ar ungefir lika med medelvirdet av temperaturen i de fyra
nérliggande punkterna (x — h,y), (x + h,y), (z,y — h) och (x,y + h).

Lat oss nu forsoka anvan-

20° 20°
da linjar algebra for att nu-
meriskt ta fram virmefordel-
ningen i metallskivan. FEn
1 2

valdigt enkel modell av situa- 10° 40°
tionen visas i figuren; malet ar
att bestdmma temperaturerna
i punkterna 1 — 4; kalla dessa 4 3 o
. 10° 40
temperaturer for T7,...,7T4.
Medelvardesprincipen ger det
linjara ekvationssystemet

30° 30°
Ty = 2(10 + 20 4+ T» + Ty) 4Ty — Ty — Ty = 30
TQZ%(T1+20+4O+T3) —T1—|-4T2—T3:60
Ty= YT+ T +40+30) T\ —To+4T3 — Ty =170
T4:§(10+T1+T3+30) —Tl—T3—|-4T4:40

Gausselimination ger 71 = 20°, Ty = 27.5°, T3 = 30°, Ty = 22.5°. Nedan visas en plot Gver
temperaturférdelningen i plattan.
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0 O

Anmdrkning. 1 praktiska sammanhang delar man férstas in omradet i ett vildigt finmaskigt
rutnit - ekvationssystemet kan ha tusentals ekvationer och obekanta. Aven for en snabb da-
tor tar det tid att 16sa sddana evationssystem - man utnyttjar darfor mycket sofistikerade
metoder for géra berdkningarna sa snabbt som mojligt. T.ex. s kan man observera att vart
ekvationssystem ovan kan skrivas p& formen AX =Y déar

Ty 30
_ T5 _ 60
X = T, , Y = 70 )
Ty 40
och

4 -1 0 -1

-1 4 -1 0

A= o -1 4 -1

-1 0 -1 4

Vi ser att A &r en symmetrisk matris med vissa diagonala “band” med nollskilda element,
man sager att matrisen ar gles. Detta kan utnyttjas nér man skriver 16sningsalgoritmer till
ekvationen AX =Y.
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2.7 Valmatematik

Antag att vi i ett visst land har tre partier att vilja mellan nér vi rostar - vi representerar
partierna med fargerna bla, r6d och gron. Resultatet fran ett val kan vi da beskriva med en

vektor
b

z=|r
g

dér b, r, g ar andelen som rostade pa det bla, roda resp. grona partiet. T.ex. om

0.35
T = 0.40
0.25

s& betyder det att 35% rostade blatt, 40% rostade rott och slutligen att 25% rostade gront.
Observera att vi har bortser fran blankroster och andra mindre partier vilket far konsekvensen
att b+ r + g = 1. En vektor med denna egenskap kallas ibland fér sannolikhetsvektor.

Markovkedjor

Lat nu xg, x1, x2, . .. vara resultatvektorerna fran ett antal efterféljande val. En intressant fra-
ga i detta sammanhang &r om det finns nagot samband mellan resultatet fran tva intilliggande
val, dvs. om vi vet xy, sdger detta nagonting om xp 17

Med avsikt att forsoka besvara denna fra- 0.7 0.8
ga si analyserar vi statistik fran méanga

tidigare val. D4 visar det sig att ca. 70% i 0.2 . m
av de som rostade blatt i ett visst val Blarost | |Rodrost

— 0.1

ocksa rostade blatt i ndstkommande val, .
20% av dess véljare rostade daremot rott 0.1 0.1
i nidstkommande val medans 10% rostade 0.3 0.3

grént. Vi gor en liknande undersékning for
de tva andra partierna och resultatet re- Gron rost
dovisas i figuren hér intill. Lt
0.4

Med

br.

T = | 7% , k=0,1,2,...
9k

kan vi uttrycka dessa samband som linjéra ekvationer enligt

bp+1 = 0.7b; + 0.1r + 0.39%
rg+1 = 0.2 + 0.8r; + 0.3g%
gk+1 = 0.1b; + 0.1rg + 0.4gy,

eller med matriser xx41 = Pz dar

0.7 0.1 0.3
P=| 02 08 03
0.1 0.1 04

Observera att P ar en matris vars kolonner ar sannolikhetsvektorer. En sddan matris kallas for
en stokastisk matris. Alltsd har vi d& en foljd xg, 1, 29,... av sannolikhetsvektorer samt en
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stokastisk matris P sadan att xpy1 = Pxg. En sddan {oljd ar ett exmpel pa vad matematiker
kallar for en Markovkedja. T.ex. om (som ovan)

0.35
o = 0.40
0.25
sa far vi resultatet i nésta val till att bli
0.7 0.1 0.3 0.35 0.36
xr1=Pxyg=1| 0.2 0.8 0.3 0.40 | = 0.465
0.1 0.1 04 0.25 0.175
Ytterligare ett val senare far vi resultatet
0.7 0.1 0.3 0.36 0.3510
xo=Px;=1 0.2 0.8 0.3 0.465 | = | 0.4965
0.1 0.1 04 0.175 0.1525

Kan vi spa framtiden?

En intressant fraga angdende Markovkedjor i allménhet dr om det gar att forutsiga vad som
sker langt fram i kedjan, dvs. givet ¢, hur uppfor sig xj, for stora virden pa k? I vart exempel
ar det alltsa fraga om att analysera om vi ser en trend i véljarnas monster - blir férdelningen
av viljarna alltmer konstant? Om P ar en stokastisk matris och om ¢ ar en sannolikhetsvektor
sadan att Pq = ¢ sa kallas ¢ for en jdmnuviktsvektor. Vi observerar att ¢ svarar mot ett
stationart tillstand for kedjan, dvs. om xj = ¢ fOr nagot k sa &r ¢ = X1 = Tpq2 = .. ..
Observera att ¢ dr ingenting annat &n en egenvektor till P hérande till egenvérdet 1.

Jajamen!

Man kan visa att varje stokastisk matris med enbart positiva element har en entydig jamn-
viktsvektor ¢. Dessutom géller for en godtycklig startvektor ¢ att markovkedjan konvergerar
mot ¢, dvs. xp — q da& kK — oo. Det spelar alltsa ingen roll var vi startar nagonstans, vi
kommer dnda att ndrma oss det stationéra tillstandet!

Hur gar det for vara partier?

Med hjélp av resultatet ovan kan vi nu spa hur regeringen kommer att se ut i framtiden. Vi
berdknar helt enkelt jamnviktsvektorn till var Markovkedja, dvs. den sannolikhetsvektor som
ar egenvektor till P med egenvéirdet 1. Darfor betraktar vi ekvationen (P — I')z = 0 och vi far
16sningsmangden

9
z=t| 15
4
dér ¢t #£ 0. Foljaktligen fas jamnviktsvektorn
1 9 9/28 0.32
tlora gy 4/28 0.14
Slutsatsen ar darfor att oberoende av startlige s& kommer
0.32
xp — [ 0.54 da k — oo,
0.14

dvs. det verkar bli en rod regering i framtiden.
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3 Matematisk sangbordslitteratur

Jag har hamtat inspiration, idéer, problemstéllningar och exempel bland annat fran littera-
turen nedan. Av bockerna jag har listat dr flera stycken utomordentligt underhallande pop-
ularvetenskaplig litteratur som skulle lampa sig véil bade som lektyr i hingmattan och som
bokval i kursen Ingenjorsmetodik. Till nagra av de mer liattlista av dessa hor t.ex. [1] och [2]
som bada forsoker ge ldasaren en Gverblick 6ver matematikens fascinerande vérld, i den forst-
nimnda med fieldsmedaljoren Timothy Gowers som guide. Aven [3] gar att lisa (i alla fall
om man bortser fran vissa avsnitt) utan storre kunskaper i matematik. Det &r ett forsok till
att gora en popularvetenskaplig beskrivning av de 7 problem som gar under namnet milleni-
umproblemen. Dessa problem, som fortfarande ar olosta, betraktas som nagra av de svaraste
och viktigaste inom matematikens langa historia. Forutom &ra och berommelse sé kan den
som loser ett av dem ocksé inkassera en miljon dollar. Ett av problemen pa listan &r den s.k.
Riemannhypotesen och om detta spdnnande problem och dess 150-ariga historia kan man lésa
mer om i [4]. Boken [5] &r mer av bussbokskaraktédr, med sméa “vardagsproblem” beskrivna pa
ett mycket lattsamt sdtt. Om man har last igenom detta héfte sa bor man ocksa klara av att
lasa [6] dar forfattaren anvénder sig av matematik for att forklara olika typer av underhal-
lande fenomen i naturen och vardagen. I samma genre, fast inte fullt sa lattillgénglig som den
sistndmnda &r &ven [7]. Om man &r intresserad av matematikens kulturhistoria sa dr [8] en
riktig parla dar forfattarna tillbakablickar pa 5 matematiska “expeditioner” inom olika omra-
den av matematiken. Ett av omradena &r geometrin dar parallellaximoets historia behandlas
utforligt, ett annat &r méngdlaran dir man kan ldsa om t.ex. kardinaltal och négra berémda
paradoxer. De flesta av dessa bocker finns pa skolans bibliotek. Resten av béckerna i listan ar
mer klassisk facklitteratur, och rekommenderas till den som eventuellt vill férdjupa sig inom
nagot omrade.
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