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1. Den férsta Cauchy-Riemann-ekvationen u, = v, ger da

0 0
a—z = 8—; = —2sin 2z sinh 2y.

Integration med avseende pa y ger nu:
v(z,y) = —sin 2z cosh 2y + p(x),

dér ¢(z) &r en funktion av x som bestdms av den andra Cauchy-Riemann-ekvationen
Uy = —Vz. Fran denna erhalls

2 cos 2 cosh 2y = 2 cos 2z cosh 2y — ¢ ().
Saledes dr () konstant. Den allménna lésningen &r darfor
f(2) = cos 2z sinh 2y — isin 2x cosh 2y +iC = —isin2z 4+ iC.
Svar. Den sokta funktionen &r f(z) = —isin2z +iC.
2. Taylorserien for sinus
. — DR i
sinw = Z mw ,

n=0

som &r konvergent for alla w € C ger att

Zsinz_ :(z—l)smz_ +Slnz_1
:(21);(2(k+)1)!(21) * 1+kzzo(2(k+)1)!(21) -
= an(z —1)7",
2

dir ag, = aspy1 = (—1)7F/((2k +1)!), k = 0,1,2,... och detta ger svaret.



3. Skriv F(z) = f(2) + g(2) dér f(z) = 723 och g(z) = 20 + 22+ 3. Vi far da |z| = 1 att
9(2)] < [2° + 202 +3=6 < T =[72%| = | f(2)]

Eftersom f(z) har 3 nollstéllen riknade med multiplicitet i |z| < 1 fas enligt Rouchés
sats att den givna funktionen F(z) = f(z) + ¢g(z) har 3 nollstéllen, vilket &r det givna
pastaendet.

4. Den givna integralen beréknas genom att berdkna konturintegralen av funktionen

1

f(z):m

lings kurvan I'p = Igr + CR dér Ig ar det reella linjestycket fran —R till R och Cg ér
halvcirkelbagen |z| = R, Imz > 0 frdn z = R till z = —R. Residusatsen get att

/f(z:) dz = 2miRes,—,, f(2), (1)
I'r

dir zo dr 16sningen till ekvationen 22 + 4 = 0 i 6vre halvplanet. Man ser att

20:2i

Residun dr da enligt formeln for residun i en dubbelpol

d 1

:$m’z:zi:(*2)'(2+2i)_3| __

Res,—z, f(2) Y 33

Integralen léngs halvcirkeln kan uppskattas enligt féljande

R
| s | Grmap < e
Cr Cr
dd R — oc.
Efter att latit R — oo i (1) erhaller man slutligen
T 1 —1 T
- dr=omi =",
/ 21427327 16

Svar. Integralen blir J5.



