Matematiska Institutionen
KTH

Losningar till tentamensskrivning pa kursen Diskret Matematik, moment B, for D2 och F, SF1631
och SF1630, den 21 maj 2008.

DEL I
1. (3p) Betrakta gruppen G = (Z30, +). Ar méngden
H ={0,3,7,17,10,27,2,5,29},
en delgrupp till G?

(OBS: Glom ej att motivera!)

Losning: Antal element i H 4r nio och talet nio delar inte antalet element i gruppen G. Enligt
Lagranges sats kan inte H da vara en delgrupp till G.

2. (3p) Avgor om polynomet 22 + 2 + 1 ir irreducibelt i polynomringen Z5[z].
Lésning: Om polynomet p(z) = 22 + = + 1 vore irreducibelt skulle det, eftersom dess grad ir tva,

med nodvindighet ha tva faktorer av grad 1, och ddrmed nollstillen i Z5. Vi testar nu om polynomet
har nollstillen:

p(0)=02+0+1=1+#0,
p(1)=12+1+1=3#0,
p(2) =22 +2+1=2#0,
p(3) =p(=2) = (=2)* +(=2) + 1 = -2 #0,

p4) =p(=1) = (-1 + (=) +1=1#0.
Vi fann just att nollstéllen saknas till p(x) i ringen Z5 och didrmed 4r polynomet irreducibelt.

SVAR: Polynomet &r irreducibelt.

3. (3p) Mingden av enheter (eng: units) i ringen Z;g bildar en grupp G. Avgor om G ér en cyklisk
grupp.

Losning: Ett element a i Z1g ér en enhet om och endast om sgd(a, 18) = 1. Detta ger att enheterna

i Z1g ar elementen
G=U(Zs) ={1,5,7,11,13}.

Antalet element i gruppen G &r sex och da dr G cyklisk om och endast om G har ett element av
ordning sex, dvs det finns g € G sddant att o(g) = 6, dir o(g) betecknar ordningen av elementet g.

Vi vet att allmént géller i alla grupper G och for alla element g € G att o(g) | |G|. Vi finner att for
elementet 5 € U(Z;3) sé giller

52 =741, 53 =5.52=5.7=17 # 1.

Eftersom elementet 5 varken har ordning 2 eller 3 sa maste dess ordning vara 6. Var slutsats blir
alltsa

SVAR: Gruppen G ir cyklisk.



4. (3p) Den e-felsrittande koden C' har kontrollmatrisen (eng: (parity) check matrix)
01 01 0 1
H=(1 01 1 0 1
0 01 011
(a) Bestdm e. (OBS: Glom ej att ge en kortfattad motivering!)

Losning: Kodens minimiavstand &r tre eftersom, dels kolonnerna dr olika och dels bade nollor-
det 000000 och ordet 000111 (se nedan) tillhor koden C'. Koden kan da ritta hogst ett fel och
diarmed dre = 1.
SVAR: e = 1.

(b) Bestim ett ord ¢ € C sidant att ¢ # 0.

Lésning: Ordet ¢ = 000111 tillhor koden eftersom summan av de tre sista kolonnerna i H dr
lika med nollkolonnen, eller ekvivalent:

0 0
8 01 0 1 0 1 g 0

H 1= 1 01 1 0 1 1= 0
1 001011 1 0
1 1

(c) Gar ordet 111001 att riitta.
Losning: Da

1 1
1 01 01 01 i 0

H ol= 1 1 1 0 1 0l= 11,
0 001 0 11 0 0
1 1

vilket dr den forsta kolonnen i matrisen H sa géller att om #ndrar vi ettan i ordets forsta position
till en nolla féar vi ordet 011001 och

1 0
1 010101 i 0
H{ |l=]101101 ol=101:
0 001011 0 0

1 1

dvs ordet 011001 tillhor C' och ligger pa avstandet ett fran det givna ordet.
SVAR: Ordet 111001 kunde rittas till ordet 011001.

5. (3p) Bestidm antalet olika sitt att farga kanterna i en regelbunden 6-horning med hogst &k olika
farger. Man kan vrida och vidnda pa 6-horningen, men inte flytta om kanterna genom att ha sonder
6-horningen.

Losning: Vi numrerar kanterna med siffrorna 1, 2, 3, 4, 5, 6. Lat G beteckna méngden, och gruppen,
av alla vridningar och védndningar av sexhorningen. Vi tillimpar den sk Burnsides lemma som séiger
att antalet banor, vilket &r det vi soker, ges av formeln

1 .
10| = @Zg € G|Fiz(g)l,



ddr Fiz(g) dr mingden av firldggningar som fixeras vid vridningen (véndningen) g € G.

Gruppen G bestéar av 12 element. Vi bestimmer nu dessa: Sidan 1 vrids till ndgon sida, sidan k, och
det finns da tva mojligheter for grannsidan till sidan 1, dvs sidan 2, antingen blir den sidan k£ + 1
eller sidan k£ — 1, dvs med nodvindighet nagon av sidan k:s grannar. Den forsta av dessa vridningar
kallar vi for 5 och den andra for ;.

Vi gor en tabell 6ver elementen g € G och motsvarande tal |Fiiz(g)|:

geG |Fiz(g)]
o1 = (B E)E)(6) | K°
02 =1(123456) k
03 =(135)(246) k2
pa=(14)25)(36) |k
05 =(153)(264) K2
0 =(165432) k
v1=(1)(26)(35)(4) |&?
Y2 =(12)(36)(45) k?
Y3 =(13)(2)46)(5) |&*
Ys = (14)(23)(56) k°
U5 =(15)(24)(3)(6) | &?
Y6 = (16)(25)(34) k?

Observera att sidor i samma cykel mast ges samma firg om firglidggningen skall fixeras av motsva-
rande vridning och eventuell vindning. Burnsides lemma ger nu direkt

SVAR: Antal olika fargldggningar dr

1—12(k:6 + 3% + 4K° + 2k* + 2k).

DEL II

6. (3p) Lat F' beteckna den minsta dndlig kroppen med ¢ element dér ¢ > 3:
F={ai,a,...,a4}.

Skriv upp additions- och multiplikationstabeller for F'.

Losning: I detta fall blir ¢ lika med 4 eftersom 4 &r det minsta tal storre @n tre som antingen &r en
potens av ett primtal eller ett primtal. Féljande méngd blir en kropp med fyra element

F4:{a—|—b9:|a,b€Z2},

dir man riknar som om x2 + 2 + 1 = 0, eller 2> = x + 1, eftersom polynomet x> + x + 1 ir
irreducibelt.

Vi later nu

och far tabellerna

+ Q1 Q9 Q3 Q4 a1 Qg (3 0O4
a1 | o Qi Q3 Q4 Q] | 0 1 1 Q1
Qo | g 1 Q4 Q3 Qo | X1 Qo (3 04
a3 | g Oy Q1 Q2 Q3 | 1 Q3 Q4 Q2

Qg | Oy 3 Qo (7 Qg | O Qg Q9 Q3



7. (4p) Lat G beteckna gruppen

G = (Z2,+) X (Zg,—F) X (Z4,—|—)

Bestdm samtliga delgrupper med fyra element till G och avgor vilka av dessa som ér isomorfa med
varandra.

Losning: Ett element (a, b, ¢) didr b # 0 kommer att ha en ordning som delas av 3 eftersom om b # 0
sé har b en ordning i (Z3, +) som ér 3. Eftersom inget element i en grupp H med fyra element har
en ordning som delas av talet tre sd vet vi nu att om (a,b,c¢) € H, ddr H dr en delgrupp till G, sd
giller att b = 0. Elementen i en grupp med fyra element har antingen ordning ett, tva eller fyra. Vi
undersoker nu ordningarna hos de element (a, b, ¢) i G dir b = 0:

a((1,0,0)) =2
o((1,0,1)) =4
0’((1,07 2)) =2
0((1,0,3)) =4
0((0,0,1)) =4
0((0,0,2)) =2
a((0,0,3)) =4
a((0,0,0)) =1

Element av ordning fyra genererar cykliska delgrupper med fyra element. Vi far tva stycken:
H, ={(0,0,0),(1,0,1),(0,0,2),(1,0,3)} och Hy={(0,0,0),(0,0,1),(0,0,2),(0,0,3)}.
I dessa grupper finns nu samtliga element av ordning fyra med, sa inga fler cykliska delgrupper med

fyra element finns.

En grupp med fyra element varav inget har ordning fyra bestar av identitetselementet och tre element
av ordning tva. Enda mojligheten till en sddan grupp ér i vart fall

Hj3 = {(0, 070)7 (1a 0, 0)7 (17 0, 2)’ (07 0, 2)}a

och det dr litt att verifiera att denna méngd &r en delgrupp till G. Lika stora cykliska grupper dr alltid
isomorfa, och grupper med samma antal element men med en inte idverensstimmande uppsittning
ordningar av elementen kan aldrig vara isomorfa. Nu har vi

SVAR: Grupperna Hy, Hs och Hj enligt ovan varav Hy och H, dr isomorfa.

. (4p) Lat S5 beteckna mingden av permutationer pa en miangd med fem element. Bestdm en delgrupp
med 12 element till S.

Losning: Vi anvinder att mdngden av jimna permutationer i gruppen Sy bildar en delgrupp Ay
till Sy och att denna delgrupp A4 innehaller precis 12 element. Vidare kan vi uppfatta S, some en
delgrupp till S5, ndmlgen de permutationer ¢ i S5 for vilka elementet 5 fixeras, dvs ¢(5) = 5.

SVAR De permutationer ¢ € S, som ér jimna och sidana att ¢(5) = 5.

Anm. Det finns givetvis manga andra delgrupper till S5 som har 12 element.

DEL III

Om du i denna del anvénder eller hinvisar till satser fran laroboken skall dessa citeras, ej nddvindigvis
ordagrant, dér de anvinds i 16sningen.



9.

(a) (2p) Betrakta gruppen G = (Zsg, +). Bestém tva olika delgrupper H och K till G med sido-
klasser a + H och b+ K,didra ¢ H och b ¢ K, sadana att

l(a+H)N(b+K)| =2.

Losning: Lat
H =0,5,10,15} och K ={0,10},

ochlat a = b = 7. Da har vi
T+ H={7,12,17,22} och T+ K ={7,17}.

(b) (3p) Betrakta nu en abelsk grupp G, vilken som helst. Géller det generellt att om H; och K;
ar sidoklasser till delgrupper H och K till G' sa maste antalet element i H; N K antingen vara
noll eller dela antalet element i G, dvs

|[HHN K| =m och |G|=n = m=0 eller m|n.

(Givetvis skall svaret motiveras pa ett lampligt sitt.)

Losning: Vi tilliter oss skriva gruppoperationen som + eftersom gruppen forutsittes vara
abelsk. Det giller allmint att om ¢ och d bada tillhér samma sidoklass L; till en delgrupp
L till en grupp G sa ir

Li=c+L=d+ L.

Detta ger att for varje d € Ly sa giller att (—d) + L, = L, eftersom
(—d)+ L1 =(—d)+d+L={(-d)+(d+h) | he L} =
{(=d+d)+h|helLt={h|heL}=L.

Antag nu att H; N K # () och 1dt a € H; N K1. D4 a tillhér bade sidoklassen H; till H och
sidoklassen K7 till K sa har vi alltsa att

(—a)+H,=H och (—a)+ K1 =K,

och
reHNK, — (*Q)+I’EHQK.

Dessutom giller att x1 # z3 = (—a) + 1 # (—a) + z2 och dirmed
|Hy N K| <|HNK].

Vidare om hy # ho ér element i H N K s maste a + hy # a + ho och alltsa, eftersom
H{ =a+ H och K; = a+ K har vi att

|H1 ﬁK1| > |HQK|
Nu vet vi att
|Hy N K| =|HNK].

Eftersom H och K r delgrupper till G sa &dr ocksa H N K en delgrupp till G och ddrmed enligt
Lagranges sats har vi att antalet element i H N K delar antalet element i G. S&

SVAR: Ja, antingen ér |H; N K| = 0 eller sd delar antalet element i H; N K antalet element
iG.



10. (a) (2p) Undersok om det existerar nagot element « i kroppen Fjg24 med 1024 element sadant att
polynomet z* + « ir irreducibelt i polynomringen Fyg24[2].

Losning: Multiplikativa gruppen i kroppen Fig24 bestar av 1023 element och genereras av ett
element ~, dvs

(Fro2a \ {0},1) =< v >={7,7%7",... .7 = (4¥)** =1}.

Om —« inte dr nagon trepotens i < 7 > sa saknar det givna polynomet nollstéillen och kommer
att vara irreducibelt. Sa vilka dr trepotenerna i < v >? De dr

{(V")? | k=1,2,3,...,1023} = {(+*)* | k =1,2,3,...,1023} =

{(¥)* | k=1,2,3,...,341},

eftersom 1023 = 3 - 341. Precis en tredjedel av de nollskilda elementen i Fjgo4 &r trepotenser
och tva tredjedelar av elementen duger som kanditater till elementet .

(b) (3p) En kropp med p? stycken element skall konstrueras dir p ir ett stort primtal. S& du behdver
ett irreducibelt polynom p(x) av grad 3 i polynomringen Z,[z]. Emellertid har du bara nagra
minuter pa dig s& du 4r tvungen att gissa pa ett polynom p(z). Ar sannolikheten for alla typer
av polynom av grad tre att vara irreducibla lika stor eller beror sannolikheten for ett polynom
av grad tre och av viss typ att vara irreducibelt pa primtalet p?

(Anm. Fragan #r kanske lite luddigt formulerad och kanske det inte finns nagot ritt svar pa
denna deluppgift, men antagligen mer eller mindre kloka och mer eller mindre vil motiverade
strategier for att gissa pa ett polynom p(z).)

Losning: Forst kontrollerar vi lidtt om p — 1 dr delbart med tre med hjilp av egenskapen att ett
tal dr delbart med tre precis da dess siffersumma 4r delbar med tre. Om p — 1 &r delbart med
tre sa dr vart tredje element en trepotens, jfr I6sningen till deluppgift a), och en gissning pa ett
polynom av typen z3 + a har sannolikheten 0.66 att ge ett irreducibelt polynom.

Lat nu  vara en generator till den multiplikativa gruppen med p — 1 element till kroppen med
p element. Om 3 /(p — 1) sa finns i ringen Z,,_; en invers till elementet 3, och ekvationen
3x = m dr 16sbar for varje element m i denna ring. Detta ger att till varje element ¢ = ™ sa
finns ett element o = ~* sadant att

3 — g kommer att vara irreducibelt.

och vi sluter att inget polynom z
Betrakta nu ett allmint tredjegradspolynom ¢(z) = 23 + az? + bz + ¢. Med hjilp av substitu-

tionen z = (w — §) kan ¢(z) omformas till ett polynom av typen
q(w — a) = w* + rw + s.

(Anm. Denna omformning &r ej nddvindig att genomfora for att man skall fa full podng pa
uppgiften.)

Om s = 0 #r detta polynom ej irreducibelt, ty w? +rw = w(w?+7).Omr = 0och 3 f(p—1)
sa dr polynomet ej heller irreducibelt, enligt vart resonemang ovan. Var slutsats blir alltsa
SVAR: Om 3 | (p — 1) chansar vi med ett polynom 2> + a, dira # 1. Om 3 J(p — 1) chansar
vi p ett polynom 23 + sz + r med s # 0 och 7 # 0. Mer kommer ej heller att gé att siga
generellt eftersom hur elementen 1,2,3,4, ... uppfor sig i kropparna Z,, ér helt beroende av talet
.



