TRAPPFUNKTION F definierad pa
D={(x,y):a£ x£ b,c£yE£ d}
Indelning | delrektanglar

D, ={(x.y): %, EXEX,y, , EYEY,]
F har ett konstant varde c; paD,; :
F(x,y)=c; da(x,y)l B




Dubbelintegralen av F Over D
(\!\j: (X,y)dxdy = é CijM(Dij)
]

D

u(D; ) betyder arean av rektangeln D, .




Linjar

iyt F dxdy = o cpy- dxdy
D D

aXF +Y)dxdy = gy dxdy + gy dxdy
D D D

M onoton

F E£Y paDP gy dxdy £ cg)Y dxdy
D D




Triangelolikheten fOr integraler

Qo) dxdy|£ cg)F ldxdy
D D

D=D,ED,, D,CD,=/&

Q- dxdy = gy dxdy + gy dxdy
D D1 D>




b &d
c‘;[‘)c (X,y)dxdy = 09 o (X, y)dy—dx

yc

Upprepad enkelintegration




Definition 1
VI sager att den begransade funktionen f(x,y) a
Riemann - integrerbar Over rektangeln D om det till

varjeta ¢ > 0 finnstrappfunktioner F och'Y
saidanaattF £ f £Y och ()Y dxdy - gy dxdy <e
D D




Sas 1: Ot & integrerbar Gver D safinng precis et tal

e egenskapen att ety £ 4 £ Y ddy
D D

for llatrappfunktioner F och Y medFEFEY.




Definition 2
L f varaintegrerbar dver D, Det entydigt bestémdatdlet
| sats 1 kallasdubbelintegralen av  Over Doch betecknas

() (X.y) oy eller Kortare (gyday.
D

D




Sats2: Om f ar en integrerbar funktion Over rektangeln
D={(x,y)aEx£b,cfy £ d}

sa galler

b gad 5
QY (xy) ey = O (. y)dy—dx
D X =a y C

sa snart enkelintegraernai hogerledet existerar .
Motsvarande galler vid omvand integrationsordning | HL .




Sats 3: Om funktionen f (x,y) ar kontinuerlig pa den

kompakta rektangeln D ={(x,y): a£ x£ b,c£ y £ d}
sadr f integrerbar 6ver denna.
Vidare existerar den itererade enkelintegralen |

b aad
a)f (x,y)dxdy= Q¢ Of (%, y)dy—dx

xaeyc




Definition 3

Lat f (x,y) varaen begransad funktion paen

begransad mangd D och infor den utvidgade
. 1 f(xy) da(x,y)l D

funktionen f (X, y) = % 0 da (x.y)i D.

Vi sager att f arintegrerbar oOver D om fg

ar integrerbar over nagon rektangel D E D
och vi sétter da cpfdxdy = cp)f, dxdy.
D D




Definition 4

Enmangd N kallasen nollmangd omvi for varjeta ¢ > 0
kan técka Over N med andligt manga axelparallella rektanglar
vars sammanlaga areadr hogst e.

En méanga kallas kvadrerbar om dessrand & en nollmangal.




Lemma 1 Grafen av en kontinuerlig funktion av en variabel
y=o¢(x) af£x£Db utgor en nollmangd.

Lemma 2 Antag att f & likformigt kontinuerlig och begransad pa en
kvadrerbar méngd D. Daar f integrerbar éver D.

Lemma 3: Varje begransad funktionf ar integrerbar ver en

noliméangd N och (gyaxdy =0.
N




Sats4: Om f ar kontinuerlig pa en mangd
D={(xy):a(X)£Yy £B(X), a£ XE b}
saarf integrerbar 6ver D och

b apB(x)
GDf (x, y)dxdy= ¢ Of(x, y)dy—dx

X = aey o (X)




M edelvardessatsen for integraler :
Lat f varaen kontinuerlig funktion pa ett
kompakt kvadrerbart omrade D.

1

Dagaller att B (X, y)dxdy = f (En).
g M(D)CDD( y)axdy = f (g,m)




diamD, =supk.y)- (xaye| k=12,......n

Oar Supremum tages Over lapunkter (x,y) och X&yd) I mangden D,

For varje funktion f(x,y) paD kallas varje summaav formen

3 TE,nuD,), dar &, n,) & engodtycklig punkt i D, eller pddessrand,
k=1

for en Riemannsumma till f1D.




Sats 5 Om f & kontinuerlig paD sagaler att
a F(Em)uDy) ® Gj X, )axay

n& Indelnl ngensflnhet gar mot noll .




e 1X=9(U,Vv) 4 _—
Sats6: Lat | varaen bijektiv C* - avbildning
1y =h(u,v)
av ett oppet begransat, kvadrerbart omrade E i uv - planet

pa motsvarande omrade D i xy - planet, sadan att

J(u,v) = gga 1 0iE.

Daar apf (% y)dxdy = apf (9(u, V), h(u,v))|I(u, v)|dudv,
D E

om funktionerna under integraltecknen ar
integrerbara 6ver resp. omrade.




Anvandningar av integraler .
1. VVolymsberakningar
2. Area av buktig yta.
3. Troghetsmoment.
4. M asscentrum.




Volymen av kroppen K = cggyixdydz.
K

Enytai rymden: r = r(s,t), (s,t)1 D.
Areenav Y = qgjrd rfisdt.
D

NN\

Tréghetsmomentet map axeln | : J= dggp (x.Y, 2{a(x y,2z)} * dxdydz.
K

Masscentrum X, ,Y.,z;) fasur

NN\

m (X1, ¥Yr.Z7) = auyX.y,z) p(X,y z)dxdydz, darm = gy (X, y,z)dxdydz .
K K




