KTH Matematik Y (N <A — (B — A)) V
o Jy ~((A& B)— Rxy))

Svar till KS3 i Logik for D1, 10 maj 2006

A1) Vi skall visa att 3z Vy (Pzy V Qzy) ¥ Jx (Vy Pzy V Vy Qzy).

Pastaendet visas av en tolkning som gor 3z Vy (Pzy V Qzy) sann och Iz (Vy Pzy V Yy Qxy)
falsk. For att den forsta sentensen skall vara sann, maste det finnas ett element, « sig,
med Yy (Pay V Qay) sann. Eftersom den andra sentensen skall vara falsk, skall samtidigt
Yy Pay V Yy Qay vara falsk, dvs Vy Pay och Yy Qay bada vara falska.

Detta gar att ordna med en domén med minst tva element, t.ex.:

D ={a, B}, Ext(P) = {(a, a)}, Ext(Q) = {(, 8)}
Den ger namligen
e JxVy (Pzxy V Qxy) sann, ty Yy (Pay V Qay) ar sann, ty Paa V Qaa och PabV Qab
ar bada sanna, ty Paa och Qab ar sanna, (ty (o, @) € Ext(P) och (o, §) € Ext(Q)).
e Jx (Vy Pxy V Vy Quy) falsk, ty Vy Pay V Yy Qay och Yy Pby V Vy Qby ar falska, ty
Vy Pay, Yy Pby, Yy Qay, Yy Qby ar alla falska, ty Pab, Pba, Qaa, Qba ar alla
falska (ty (o, B), (3, a) ¢ Ext(P), (a,a), (3,0) ¢ Ext(Q)).

Saken &r klar. (Resonemang med ”punkter och pilar” gar ocksa bra.)

B1) Vi skall visa att Vz (Jy Rxy & Ty Szy) ¥ Ve Iy (Rey & Szy).

Pastaendet visas av en tolkning som gor Vz (Jy Rzy & Jy Szy) sann och Vz Jy (Rxy & Sxy)
falsk. For att den andra sentensen skall vara falsk, maste det finnas ett element, « sig,
med Jy (Ray & Say) falsk. Eftersom den forsta sentensen skall vara sann, skall samtidigt
Jy Ray & Jy Say vara sann, dvs Jy Ray och Iy Say bada vara sanna.

Detta (och att Jy Rby & Jy Sby &ar sann) gar att ordna med en domin med minst tva
element, t.ex.:

D ={a, B}, Ext(R) = {{o, @), (8, @) }, Ext(S) = {(ev, 8), (8, 5)}
Den ger namligen
e Vz (Jy Rry & Jy Szy) sann, ty Jy Ray & Ty Say och Jy Rby & Jy Sby &r sanna, ty
Jy Ray, Jy Rby, Jy Say, Jy Sby ar alla sanna, ty Raa, Rba,Sab, Sbb ar sanna, (ty

(a, @), (B, ) € Ext(R) och (o, B), (8, B) € Ext(S5)).
e Vz Iy (Rry & Sxy) falsk, ty Jy (Ray & Say) ar falsk, ty Raa & Saa och Rab & Sab
ar bada falska, ty Saa och Rab &r falska (ty (o, o) ¢ Ext(S), (o, 8) ¢ Ext(R)).

Saken &r klar. (Resonemang med ”punkter och pilar” gar ocksa bra.)
A2) Vi skall visa att Va Vy (Rxy— Szy) + JzVy (Szy— 2z # y) — Iz ~Rax.

Idé: Antag JzVy (Szy—x # y), da giller Yy (Say — a # y) for ndgot a, s& ~ Saa. Premissen ger
da ~ Raa.

1 (1) VaVy(Rzy— Sxy) premiss
2 (2) JaVy(Szy—z#y) antagande
3 (3) VYy(Say—a#vy) antagande
3 (4) Saa—a#a 3 VE
5 (5) Raa antagande
1 (6) Vy(Ray— Say) 1 VE
1 (7) Raa—Saa 6 vE
1,5 (8) Saa 7,5 —E
1,35 (9) a#a 4.8 —E
(10) a=a =I
1,35 (11) & 9,10 ~E
1,3 (12) ~Raa 5,11  ~I
1,3 (13) Jz~Rzx 12 I
1,2 (14) Jz~Rax 2313 JE [aintei (2),(13),(1)]
1 (15) FaVy(Szy—a #y)—Iz~Rxx 2,14 —I

Eftersom sentensen pa rad 15 bara beror av premissen pa rad 1 ar beviset klart.
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B2) Vi skall visa att 32 Vy (Qry—x £ y) b VaVy (Pry— Qxy) — Iz ~Prx.
Idé: Premissen JzVy (Qzy — x # y) ger Vy (Qay — a # y) for nagot a, s ~ Qaa. Antagandet
Vz Vy (Pry — Qzy) ger da ~ Paa.

1 (1) JaVy(Qry—x#vy) premiss
2 (2) VaVy(Pzry— Qxy) antagande
3 38) Yy(Qay—a#vy) antagande
3 (4 Qaa—a#a 3 vE
5 (5) Paa antagande
2 (6) Vy(Pay— Qay) 2 VE
2 (7)) Paa— Qaa 6 vE
25 (8) Qaa 7,5 —E
235 (9) a#a 4,8 —E
(10) a=a =I
235 (11) A 9,10 ~E
2.3 (12) ~Paa 511 ~I
2,3 (13) Jz~Pzx 12 Sl
1,2 (14) Jz~Pax 1,313 JE [aintei (1),(13),(2)]
1 (15) VaVy(Prxy— Qxy)—Jzx~Pxx 2,14  —I

Eftersom sentensen pa rad 15 bara beror av premissen pa rad 1 ar beviset klart.

A3) Vi har att Rpq betyder ¥ pV q.

Att R ar reflexiv betyder att Rpp ar sann for alla p, men om p dr ~A (eller A V ~ A) ar
pV p sann i alla tolkningar, sa E p V p, dvs Rpp falsk. Saledes: R ar inte reflexiv.

Att R ar symmetrisk betyder att for alla p, ¢ géller att Rgp ar sann om Rpq ar det. Dvs att
¥ qVp ar sann om ¥ pVq ar det. Eftersom pVq = ¢V p ar detta sant, s& R 4r symmetrisk.
Att R &r transitiv betyder att for alla p, ¢, r giller att Rpr ar sann om bade Rpg och Rgr &r
det. Men om p ar A, q r B och r &r ~A, géller ¥ pV q och ¥ ¢ V r (eftersom varken AV B
eller B V~ A &ar sann i varje tolkning), dvs Rpgq, Rqr sanna, men pV r dr A V~A = ~ A,
sa E pVr, sa Rpr ar falsk, s R ar inte transitiv.

B3) Vi har att Spq betyder p& q ¥ A.

Att S ar refleziv betyder att Spp &r sann for alla p, men om p dr A (eller A&~A) &r p& p
falsk i alla tolkningar, sa p & p E A, dvs Spp falsk. Saledes: S ar inte reflexiv.

Att S ar symmetrisk betyder att for alla p, ¢ géiller att Sgp ar sann om Spq ar det, dvs att
q&p¥ L omp&qg¥ A. Men p& q = q & p, sa det giller och § &r symmetrisk.

Att S ar transitiv betyder att for alla p,q,r giller att Spr &r sann om bade Spg och Sqr
dr det. Men om p &r A, ¢ & B och r &r ~A, géller p & ¢ ¥ A och ¢ & r ¥ A (eftersom
varken A & B eller B & ~ A &r falsk i varje tolkning), dvs Spq, Sqr sanna, men p & r ar
A&~A= A, sap&rE A, sa Spr ar falsk, sa S ar inte transitiv.



