lektion9.facit 1

Losningar till uppgifter i kapitel 8. Dessutom nagra kommen-
tarer.

Stort tack till Hillevi Gavel. Hon var tidigare assistent 1 kursen och hjalpte till att skriva en del
av dessa 16sningar.

8.1.1.1
JxS(x,e). Ar sant. Tag z = a.

8.1.1.4

Yz (F(z) & R(z,z)). Ar inte sant. Stammer inte for = §. F(d) ar inte sant, men R(J,§) &r sant.

8.1.11.5
Va(~3yR(y, z) — ~F(z)). Ar inte sant. Med & = o fis ~JyR(y, =) falskt. (Tag y = 8.) Samtidigt
ar ~F(«a) falskt.
8.1.111.1
YaVy3dzS(z,y, z). Ar inte sant. Tag = 10, y = 10. Da &r 104 10 = 20. Men 20 finns inte med i
D.
8.1.IV.1
Ja2Vy(z < y). Ar inte sant. Tag vilket 2 som helst. Det finns alltid ett tal y som inte uppfyller
z<y. Omz=0tarviy=0.)
8.2.1.1
JzR(a,z), JzR(b, z) [£ Jz(R(a,z) V R(b, z))
U = {a,B), Eet(R) = {< o >,< 6,8 >}, Ref(a) = a, Ref(b) = f.

8.2.1.1
Sedy(e # ) I a # b
U ={a, B}, Ref(a) = Ref(b) = a.

8.4.1

Visa med naturlig deduktion:

8.4.1.1
Fng VaVy(F(z) &~F(y) = = # y)
Skiss Ska visa: Om z har egenskap F' och y inte har det sa kan z och y inte vara samma

element. Verkar vettigt. Om de vore samma skulle de ju ha samma egenskaper. Med andra ord:
Antag motsatsen!
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Uttrycket ar ett for-alla-uttryck, sa vi forsdker visa det for tva godtyckliga element a och b.
Den inre satsen ar en implikation, sa vi startar med att anta forsatsen. Eftersatsen bevisar vi

sedan genom att anta motsatsen.

1 (1) [ F(a) & ~F(b) Antagande
2 (2 a="b Antagande
1 (3 F(a) 1 &E
1,2 (4 F(b) 2,3 =FE
1 (5) ~F(b) 1 &E
1,2  (6) A 4,5 ~E
1 (7 | ~(a=10b) 2,6 ~1
(8) F(a)&~F(b) - ~(a=1b) 1,7 =1
(9) Vy(F(a)&~F(y) > ~(a=y)  8VI
(10) VaVy(F(z)&~F(y) > ~(x=y) 9VI
8.4.1.2

1 (1) Vz(F(z) = y(Gy) & (z =vy))) Premiss
2 (2 F(a) Antagande
1B | Fla) - WOk a=y) 1YE
L2 (4) (G (y) & (a =y)) 23 —F
5 (5) G(b) & (a =b) Antagande
5 (6) G(b) 5 &E
5 (1) a=b 5 &E
5 (8) G(a) 6,7 —=E
1,2 (9) | G(a 458 1E
1 (10) F(a) — G(a) 2,9 —I
1 (11) Vz(F(z) = G(z)) 10VI
1 (1) Vz(F(z) — G(z)) Premiss
2 (2) F(a) Antagande
1 (3) F(a) = Gla) 1VE
1,2 (4) G(a) 2,3 »E
(5) a=a =1
1,2 (6) G(a)& (a = a) 4,5 &I
1,2 (7) W (G(y) & (a=y) 6 31
1 (8) F(a) = Fy(G(y) & (a =) 2,7 —I
L (9) Ve(F(r) = Fy(Gy) &(z=y))) 8VI
8.4.1.5

Yy(R(a,y) = y =b) Fyk Jy(R(a,y) & G(y)) — G(b)

Skiss Utgangspunkt: Allt som &r R med a ar lika med b (dvs b &r det enda som dr R med a).
Ska visa: Om det finns nagot som bade &r R med a och dessutom har egenskap GG sa maste b ha
egenskap G.

Tja, det diskuterade elementet z (kalla det ¢) maste enligt premissen vara identiskt med b,
som da ocksa har egenskap G, eftersom ¢ har den.



lektion9.facit 3

Det vi ska visa ar en implikation, sa vi startar med att anta forsatsen.

1 (1) Yy _R(a, y) > y="b) Premiss
2 (2 Jy(R(a,y) & G(y)) Antagande
3 (3 R(a,c) & G(c) Antagande
1 (4) R(a,c) =2 ec=b 1VE
3 (5 R(a,c) 3 &E
1,3 (6) c="b 4,5 —-E
3 (M G(c) 3 &E
1,3 (8) | G(b) 6,7 —=E
1,2 (9) | G(b) 2,38 1E
1 (10) 3Fy(R(a,y) & G(y)) = G(b) 2,9 =1

1 (1) Ve(R(z,a) >z =c¢) Premiss
2 (2) VYz(R(z,b) > z=4d) Premiss
3 (3) Jz(R(z,a)& R(z,b) Premiss
4 (4 [ R(e,a)& R(e,b)  Antagande
4 (5) R(e,a) 4 &E
1 (6) R(e,a) > e=c¢ 1VE
1,4 (7) e=c 56 —>E
4 (8) Rie,b 4 &E
2,4 (9) R(e,b) > e=d 2VE
2,4 (10) e=d 8,9 —E
1,24 (11) | c=d 7,10 =E
1,2,3 (12) e=d 34,11 3E

8.4.1.9
TaVy(z =y & F(y)), Ve(G(z) = F(z)) Fng YeVy(G(z) & G(y) = 2z =y)

Skiss Forsta premissen séger i klartext: ”det finns exakt ett element med egenskap F”. Vi kan
kalla detta element c¢. Premiss tva sdger att allt som har egenskap GG ocksa har egenskap F'. Och
vi ska visa att om tva godtyckliga element bada har egenskap G sa maste de vara lika.

Ja, har de egenskap G sa har de enligt premiss tva ocksa egenskap F' och da maste de bada
enligt premiss ett vara lika med ¢, och darmed lika med varandra.

Vi ska visa ett for-alla-uttryck, och satsar darfér pa att visa det for ett par godtyckliga element,
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a och b. Detta ar en implikation, sa vi borjar med att anta forsatsen.

1 (1) FaVy(z=y e Fly) Premiss
2 (2) Vz(G(z) = F(z)) Premiss
3 (3 G(a) & G(b) Antagande
4 (4 [ Vy(e =y < F(y)) Antagande Dop z i (1) till ¢
2 (5 G(a) — F(a) 2VE
3 (6) G(a) 3 &E
2,3 (7 F(a) 56 —E
4 (8 c=a+ Fla 4VE
4 (9) (c=a— F(a)) & (F(a) > c=a) 8 Df
4 (10) F(a) 5 c=a 9 &E
2,3,4 (11) c=a 710 —E
2 (12) G(b) — F(a) 2VE
3 (13) G(b) 3 &E
2,3 (14) F(b) 12,13 —E
4 (15) c=be F(b) 4YE
4 (16) (e=b—=>Fb)&(F(b) 5> c=1b) 15 Df
4 (17) F(b) 5 c=b 16 &E
2,3,4 (18) c=b 14,17 —E
2,3,4 (19) | a=b 11,18 =E
1,2,3 (20) | a=b 1,4,19 3E  Namnet ovésentligt
1,2 (21) G(a)&G(b) = a=1b 3,20 —I
1,2 (22) Vy(G(a)&G(y) > a=1y) 21 VI
1,2 (23) VaVy(G(z)&G(y) =z =y) 22 VI
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8.4.11

Oversitt till symboler och bevisa:

8.4.11.(2)

Olika kvinnor kan inte féda samma person. Olika kvinnor fédde John och James. Sa Bill kan inte
vara bade John och James.

Inférd notation Universum=méinskligheten. F(z) betyder "z ar kvinna (feminin). B(z, y) be-
tyder "z fodde y”.a=John, b=James, c=Bill.

~3e33:((F(2) & F(y) &z #3) & (B(r,2) & By, )

3e3(F(2) & Fy) &z # ) & (B(z,0) & B(y, )

so~(e=ake=0b)

Skiss Antag att Bill 4r bade John och James. Da ar de samma individ. Bada &r féddda, av olika
kvinnor (sdg d och e). Men da finns det ju tva olika kvinnor som fott samma person,vilket &r en
motsagelse!

(1) ~JzIy3z(([F(z) & F(y)] & = # y) & [B(z, 2) & B(y, z)]) Premiss
(2) H:L‘El_y(([F(:L‘) & F(y) &z # y) & [B(z,a) & B(y,b)]) Premiss
(3) c=a&kec=1b Antagande
(4) [ Hy(([F(d) & F(y)&d+#y)&[B(d,a) & B(y, b)]) Antagande
(5) ([F(d)& F(e)] & d # €) & [B(d, a) & B(e, b)] Antagande
(6) B(d,a) & B(e,b) 5 &E

(7) [F(d)& F(e)]&d #e 5 &E

(8) c= 3 &E

9) B(d, a) 6 &E

(10) B(d, ¢) 8,9 =E
(11) = 3 &E

(12) B(e, b) 6 &E

(13) B(e, ¢) 11,12 =E
(14) B(d, c) & B(e, ¢) 10,13 &1
(15) ([F(d) & F(e)] & d # ¢) & [B(d, ¢) & B(e, ¢)] 7,14 &I
(16) Fz(([F(d) & F(e)] & d # e) & [B(d, 2) & Ble, 2)]) 15 31

(17) 335 ((F(d) & F(3)) & d # ) & (B(d, 2) & B(y, 2))) 16 31

(18) J2Fy3z(((F(2) & F(y)) &z # y) & (B(x,2) & B(y, 2))) 17 A1

(19) | A 1,18 ~E
(20) A 4,519 3E
(21) A 34,20 3E
(22) ~(c=a&ec=b) 21 ~T

(Beroendeanalysen far tyvérr inte plats.)

Anm. Parad 4 och 5 antar vi att mammorna heter d och e, vilket dr nédvandigt for att vi ska
kunna plocka isar den langa konjunktionen i dess bestandsdelar. Notera ocksa att vi far jobba steg
for steg da vi vill ha loss en inre bit av konjunktionen (vi kan inte ta loss B(d, a) direkt, utan
maste ga via rad 6). Vi far ocksa jobba steg for steg da vi lagger pa existenskvantifikatorerna pa
rad 16-18. Slutligen, pa rad 19 och 20 noterar vi att de valda namnen pa mammorna egentligen
inte spelade nagon roll.

8.4.111

Visa att Aziomet om utvidgbarhet i mangdlaran leder till (1) att olika méangder har olika element
och (2) att det finns hégst en méangd utan nagra element.
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E :VaVy(S(z)&S(y) = (2 =y o Vz(z €z o 2z €y)))

8.4.111.(1)
Ebng VeVy((S(z)&S(y) & £y - F((z€2&zgy) V(zeykz ¢ x)))

Notation For att forenkla infor vi ett predikat for "element i” och skriver M (z,y) istéllet for
z € y ("M” som i ”member”). Vidare ar det lattare att genomfora beviset om man skriver ~(a = b)
istallet for a #£ b.

Skiss Antag att a och b ar olika méangder. Anta vidare att det inte finns nagot element som
ligger i den ena men inte i den andra. Studera ett godtyckligt element ¢. ¢ maste da ligga i bada
mingderna, eller ingen. Men det betyder per definition att @ och b &r samma méngd, vilket ar en
motsagelse!

Oversatt till naturlig deduktion, med alla pinsamma detaljer insatta, tar detta kortfattade
resonemang tyvarr ganska stor plats ...

(1) VaVy(S(z)&S(y) = (x =y & Vz(M(2,2) & M(z,y))))

(2) (S(a) & S(a)) &~(a = b)

(3) NElz((M(z,a)&NM(z,b))\/(M(z,b)&NM(z,a)))

(4) M(c,a)

(5) ~M (e, b)

(6) M(c,a) & ~M(c,b)

(7) (M(e,a) & ~M (e, b))V (M(c,b) & ~M(c,a))

(3) 3((M (2, 0) &~M (2,8)) v (M(2,8) & ~M (2, )
9) A

(10) ~~M(c,b)

(11) | M(c,b)

(12) M(c,a) = M(c,b)

(13) [ M (e, b)

(14) ~M/(c,a)

(15) M(c,b) & ~M(c,a)

(16) (M(e,a) & ~M (e, b))V (M(c,b) & ~M(c,a))

(1) 3((M (2, 0) &~ M (2,8)) v (M(2,8) & ~ M (2, )
(18) A

(19) ~~M (e, a)

(20) | M(c,a)

(21) M(c,b) = M(c,a)

(22) (M(e, ) = M(e, 1) & (M(e,b) — M(e, a)

(23) M(c,a) & M(c,b)

(24) Va(M(z,0) ¢ M(2, b))

(25) (S(a) & 5(y) - (a = y ¢ Ve(M(z,a) & M(z,3))))

(26) S(a)&S(b) = (a=b e Vz(M(z,a) & M(z,b)))

(27) S(a) & S(b)

(25) a=b e Va(M(z,a) & M(2,0)

(29) (a=b—oVz(M (z a) & M(z,0))) & (Vz2(M(z,a) & M(z,b)) > a=15)
(30) Vz(M(z,a) & M(z,b)) > a=15b

(31) a=1b

(32) ~a =)

(33) | A

(34) ~~TFz(M(z,a) & ~M (2,0)) V (M (2,b) & ~M(z,a)))

(35) | F2(M(z,a) &~M(2,b)) V (M(z,b) & ~M(z,a)))

(36) (S(a)& S(a))&~(a=10b) = Iz((M(z,a) &~M(z,b)) V (M(z,b) & ~M (z,a)))

Premiss
Antagande
Antagande
Antagande
Antagande
4,5 &I

6 VI

7 31

3.8 ~E

5,9 ~I

10 DN
4,11 —1
Antagande
Antagande
13,14 &I
15 VI

16 31

3,17 ~E
14,18 ~I
19 DN
13,20 I
12,21 &I
22 Df

23 VI
1VE

25 VE

2 &1

26,27 »E
28 Df

29 &E
24,30 »E
2 &E
31,32 ~F
3,33 ~1

34 DN
2,35 —1
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8.5 Relationer

Ordbok for relationer (i slaskig notation). Jag tar bara med de definitioner som krivs for de
angivna uppgifterna.

reflexiv:  ~ z Yz, allt 4r relaterat till sig sjalvt (ex: >).

irreflexiv: Inget ar relaterat till sig sjalvt (ex: >).

icke-reflexiv: En del, men inte allt, dr relaterat till sig sjalvt (ex: kdr 7).

symmetrisk: z ~ y = y ~ z,relationen ar 6msesidig (ex: #)

asymmetrisk: Relationen ar aldrig 6msesidig (ex: <)
icke-symmetrisk: Relationen dr dmsesidig ibland, men inte alltid (ex: bror till).

antisymmetrisk: Om relationen ar 6msesidig sa maste det bero pa att de tva elementen var
identiska (ex: delmdngd i).

transitiv: z ~ y, y ~ z = = ~ z, man kan vara relaterad via nagot annat (ex: parallell med).

intransitiv Man kan inte vara relaterad via nagot annat (ex: far till).

icke transitiv En del, men inte alla, ar relaterade via nagot annat (ex: vinkelrdt mot, i 3-d).

euklidisk: z ~ y, x ~ z = y ~ z, tva som ar realterade till samma sak ar relaterade till varandra.

seriell: Ve3y x ~ y, allt ar relaterat till nagot.

8.5.1

Klassificera nedanstaende relationer:

(1)

(2)

Ar barn till

Ingen &r barn till sig sjélv, sa relationen ar irreflexiv.
Om a ar barn till b sa kan inte b vara barn till a. asymmetrisk.
Barnbarn ar inte samma sak som barn, sa relationen ar inte intransitiv.

Om bade y och z ar barn till z brukar y mycket sillan vara barn till z (se dock Oidipus-
legenden). Inte euklidisk.

Alla ar barn till nagon. Alltsa seriell.

Ar syster till

Brukar definieras som att man inte ar sin egen syster. Irreflexiv
Om z &r syster till y sa kan y vara bror eller syster till z. Icke-symmetrisk.
Helsysterskap ar transitivt, halvsysterskap ar icke-transitivt.

om z ar syster till bade y och z kan ju bade y och z vara manliga, och da ar y inte syster

till z. Ej Euklidiskt.

Alla &r inte systrar till ndgon (t ex enda-barn). Ej seriell.
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8.5.1L.(1)

Visa: R ar antisymmetrisk # R &r inte symmetrisk

”

Motexempel: Relationen ”=" ar bade symmetrisk och antisymmetrisk.

8.5.11.(4)
Visa: R ar seriell, R ar Euklidisk £ R &r transitiv

Motexempel: Ett sitt att komma runt den ganska krangliga definitionen pa Euklidisk ar att
se till att det inte finns nanting som uppfyller férsatsen i implikationen, dvs att se till att det inte
finns nagot par par med samma forstaclement. Kravet pa seriell ger sedan att varje element ska
vara forstelement i nagot par. Om vi kopplar ihop alla elementen i en ring, dar alla ar relaterade
till den till héger, och inte till nagon annan, sa uppfyller vi bade seriell och euklidisk, men inte
transitiv.

8.5.1IL(1)

Visa : R reflexiv, R Euklidisk Fxyx R &r en ekvivalensrelation.

Skiss En ekvivalensrelation &r reflexiv, symmetrisk och transitiv. Transitiv verkar 1att att visa
med hjalp av symmetrisk och euklidisk, sa vi startar med att visa symmetrisk.

1 (1) VzR(z, z) Premiss reflexiv
2 (2) VaVyVz(R(z,y) & R(z,z) = R(y,z2)) Premiss euklidisk
3 (3 [ R(a,b) Antagande
1 (4) R(a,a) 1VE
1,3 (5) R(a,b) & R(a,a) 3,4 &I
2 (6) VyVz(R(a,y) & R(a,z) = R(y,z)) 2VYE
2 (7N Vz(R(a,b) & R(a, z) = R(b, 2)) 6 VE
2 (8 R(a,b) & R(a,a) = R(b,a) 7TVYE
1,23 (9) | R(ba) 58 S
1,2 (10) R(a,b) = R(b,a) 3.9 -1
1,2 (11) Vy(R(a,y) = R(y,a)) 10 VI
1,2 (12) VaVy(R(z,y) — R(y,z)) 11 VI symmetrisk
13 (13) [ R(a,b) & R(b,c) Antagande
13 (14) R(a,b) 13 &E
1,2,13 (15) R(b,a) 10,14 —E
13 (16) R(b, ¢) 13 &E
1,2,13 (17) R(b,a)& R(b,c) 15,16 &I
2 (18) VyVz(R(b,y) & R(b,z) = R(y,z)) 2VYE
2 (19) Vz(R(b,a) & R(b, z) = R(a, z)) 18 VE
2 (20) R(b,a) & R(b,¢) = R(a,c) 19VE
1,213 (21) | R(a,c) 17,20 >
1,2 (22) R(a,b)& R(b,c) = R(a,c) 13,21 —I
1,2 (23) Vz(R(a,b)& R(b,z) = R(a, z)) 22 VI
1,2 (24) VyYz(R(a,y) & R(y,z) — R(a, z)) 23 VI
1,2 (25) VaVyVz(R(z,y) & R(y,z) = R(z, 2)) 24 V1 transitiv
1,2 (26) reflexiv & symmetrisk 1,12 &I
1,2 (27) (reflexiv & symmetrisk) & transitiv 25,26 &I
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8.5.1IL(3)

R &r euklidisk F R &r sammanhéngande

d.v.s. VaVyVz(R(z,y) & R(z,z) = R(y,z)) F VaVyVz(R(z,y) & R(z,z) = (R(y,z) V R(z,v)))

—_ =

= = = = RO N = b
—

= R o o  — —~ —~

—

8.5.11L(4)

— O O 00 =] O Ot W N —
" e e e e S e e e e’

VeVyYz(R(z,y) & R(z,z) — R(y,2))
R(a,b) & R(a,c)

Vy¥z(R(a,y) & R(a,z) = R(y, z))

Vz(R(a,b) & R(a, z) = R(b, 2))

R(a,b) & R(a,c) = R(b,c)

R(b,¢)

R(b,c) V R(c,b)
R(a,b) & R(a,c) — (R(b
Vz(R(a,b) & R(a, z) = (

X

(
VyVz(R(a,y) & R(a,z) — (R((y, z)V R(z

VeVyYz(R(z,y) & R(z,z) —

2}
o>
<
—~ X
nﬁ
o~
AN
™ -

Premiss
Antagande
1VE
3VE
4VE
2,5 =E
6 VI

2,7 =1
8 VI
9VI

10 VI

Visa: R ar seriell, R ar symmetrisk, R Euklidisk Fyg R ar reflexiv

Skiss

Allt ska vara relaterat till nagot, sa det godtyckliga elementet a &r relaterat till nagot,

kalla det b. Vand pa relationen, och kopiera den, sa har vi tva relationer som bada borjar med b.
Enligt euklidiskiteten ska da deras andra dndor (alltsa a) vara relaterade till varandra.
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S
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—_ = N

(1)
(2)
(3)
(4)
(5)
(6)
(7)
(8)
(9)
10)
11)
12)
13)
14)
15)

8

9
(10
(11
(12
(13
(14
(15

Ve3yR(z,y)
VaVy(R(z,y) — R(y, 2))
VaVyVz(R(z,y) & R(z, z) = R(y, z))
JyR(a,y)
R(a,b)
Vy(R(a,y) = R(y,a))
R(a,b) — R(b,a)
R(b,a)
R(b,a) & R(b, a)
VyVz(R(b,y) & R(b, z) — R(y,z)
Vz(R(b,a) & R(b, z) = R(a, 2))
R(b,a) & R(b,a) = R(a,a)
| R(a,a)
R(a,a)
VeR(z, z)

seriell
symmetrisk

euklidisk

Premuss
Premuss
Premuss
1VE
Antagande
2VE

6 VE

5,7 =E
8,8 &I
3VE
10VE

11 VE
9,12 »E
4,513 3E

14 VI reflexiv



