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1) Vi har pastaendena:

A: Vi tre ar alla samma sort.”

B: 7A ar kung.”

C: ”A och B &r inte bada kungar.”

Om A ar kung &r det hon séger sant, sa alla tre ar detsamma, alltsa kungar. Men da ar C:s
pastaende 16gnaktigt. Omdjligt, sa A &r narr och de tre ar inte alla samma sort. B ljuger
nér han sager att A ar kung, sa B ar ocksa narr. C:s pastaende ar alltsa sant, sa C &ar
kung. Vi har sett att det inte finns nagon annan méjlighet &n ovanstaende. Man verifierar
att alla utsagorna stdmmer i det fallet (sa problemet har en 16sning).

Svar: A och B ar narrar och C ar kung.

2) Att visa: A—~B F ~A< B.
Idé: Anvéand <1 (eller Df)

1 (1) A< ~B premiss

2 (2) ~A antagande

3 (3) ~B antagande
13 (4) A 1,3 oFE
123 (5) A 2.4 ~E
1,2 (6) ~~B 35 ~
1,2 (7) B 6 DN

8 (8) B antagande

9 (99 A antagande
1,9 (10) ~B 1,9 oFE
189 (11) & 10,8 ~E
18 (12) ~A 9,11  ~I

1 (13) ~A—B 27812 oI
Slutsatsen pa rad (13) beror bara av premissen pa rad (1), sa hérledningen ar klar.

3) For att avgora om Vo (Fe— Gx), 3z ~(Fzx & Gz) E ~3x Fa
soker vi motexempel (tolkningar som gor premissen sann och slutsatsen falsk):

T: Ve(Fr—Gx) a4,bs

I tablan véxlar de tre faserna: T: o~ (Fr&Gr) o,

1. Satslogiska 1; 6-9

2. TI,FV 23 Fooo~deFr
3. TV,F3 45 1T Jv P Vb
’ ’ oT : ~(Fa & Ga) Ve
3TI Fb
4T : Fa—Ga V7
5T : Fb—Gb \/8
6F : Fa& Ga Vo
F: Fa 7T: Ga
sF: Fb gT: Gb sF: Fb gT: Gb
X /\ % /\
QFZ Fa g]FZ Ga QFZ Fa QIFZ Ga

X

Tablan sluter sig inte, slutledningen ar inte giltig.
Ur tablan kan man ldsa av motexemplen: F

a
B+

+ @



4) Att visa: Vo ~(Fz & Gz), 32 Gx + ~Vz Fx.
Idé: Ga galler for nagot a, enligt andra premissen. Om Va Fz géllde, skulle Fa och saledes Fa & Ga
gélla, men det motsiger forsta premissen. ~Vx Fx giller alltsa.

1 (1) Vz~(Fz&Gz) premiss
2 (2) JxGx premiss
3 (38) VzFx antagande
4 (4) Ga antagande
3 (b)) Fa 3 VE
34 (6) Fa&Ga 54 &I
1 (1) ~(Fa& Ga) 1 vE
1,34 (8) A 76 ~E
1,23 (9) A 24,8 3JE [aintei (2),(8),(1),(3)]
1,2 (10) ~Vz Fx 39 ~I

Slutsatsen pa rad (10) beror bara av premisserna pa raderna (1) och (2), s saken ar klar.

5) 1. 7 Alla tycker om minst tva stycken och ingen kung tycker om sig sjilv.”

dvs "For alla z finns y och z, sa att y och z &ar olika, = tycker om y och = tycker om z.
Dessutom &r det inte sa att det finns x sa att x &r kung och x tycker om x”,

sa svar: Ve Jy Iz (~y = 2 & Tay & Trz) & ~Fo (Ka & Txx)

2. ”Varje kung tycker om alla narrar som tycker om minst en kung.”

dvs ”For alla x: om x ar kung sa géller for alla y att om y &r narr och det finns z sa att z
ar kung och y tycker om z, sa tycker x om y”

sa svar: Vo (Kz—Vy (Ny & 32 (Kz & Tyz)) —Tzy))

Logiskt ekvivalenta varianter ar forstas mojliga.

6) For att finna en minimal modell (dvs en med sa fa element som mojligt i D) for alla
p1 : 3oy Ray, pe : Ve Vy (v # y— (Rxy V Ryx)), ps : 3xVy ~Rxy, ps : Vo ~Rxx och

ps : Ve Vy (Rey— 3z (y # 2 & Rxz)) provar vi med 1, 2, 3 etc element.

Enligt p3 finns ett element i D som det inte gar nagon pil fran. Kalla e

det «. Enligt p; och ps finns minst ett element till, kalla ett sadant

(. Enligt valet av « ar Rab falsk, sa enligt po dr Rba sann. Enligt ps

(med x = b,y = a) finns v € D, # v sa att Rbc ar sann. 3 # ~

enligt py. Enligt valet av « och py &r Rac falsk och Rca sann. ps (med @ <+—>@
x =c,y=a) ger att det finns 6 € D, # § med Red sann. Vi maste ha g v
v # 6 (p4), men kan ha § = 8. Man kan verifiera, se fig., att detta ger

att alla sentenserna i mangden ar sanna, sa

svar: En minimal modell ges av D = {a, 8,7}, Ext(R) = {(8,a),(8,7), (v,), {(v,0)}.

7) Se nésta sidal

8) En binér relation R som gor V Vy Vz ((Rxy & Rzy) — Rzx) & Va Jy Rxy sann ar
e reflexiv, dvs Vax Rrz &ar sann, ty for godtyckligt a finns 3 sa att Rab ar sann
(Vx Jy Rxy ar sann) och VaVyVz ((Rxy & Rzy) — Rzx) ger (Rab & Rab) — Raa
(tag * = z = a,y = b), sa Raa ar sann i tolkningen
e symmetrisk, dvs Vz Vy (Rzy — Ryz) &r sann, ty om Rab &r sann dr Rab & Rbb det
ocksa (p.g.a. reflexiviteten) och Vo VyVz ((Rxy & Rzy) — Rzx) ger (Rab & Rbb) —
Rba (tag © = a,y = z = b), s& Rba &r sann i tolkningen, saledes Rab— Rba
e transitiv, dvs Va Vy Vz ((Rzy & Ryz)— Rxz) r sann, vilket foljer ur Va Vy Vz ((Rry &
Rzy) — Rzx) och symmetrin
Svar: R &r reflexiv, symmetrisk och transitiv (sa en ekvivalensrelation).

9) Vi har: a) pEreller ¢ Er (eller bada) 8) pVaqE T

Om p och r ar A och ¢ adr B géller p F r och alltsa «), men inte ) (en tolkning som goér A
falsk och B sann gor p V ¢ sann och r falsk).

Om () &r sann géller i varje tolkning som gor p sann att p V ¢ dr sann och alltsa r sann, sa
p Er och «) ar sann.

Sasvar: «) = (), f) = a). (Man kan se att 3) < (pFrochqgkFr).)



7) Att visa: VaVy (Fz & ~Fy)—ax =y) b Vo Fa VVe ~Fx.

Idé: Om Fa och ~Fb bada géllde skulle enligt premissen a = b gilla och da F'b, motsagelse. Alltsa
galler bara endera och slutsatsen foljer. Eftersom vi skall visa en disjunktion, antar vi motsatsen
och gor ett indirekt bevis.

1 (1) VaVy((Fx&~Fy)—z =y) premiss
2 (2) ~(VzFxzVVx~Fz) antagande
3 (3) Fa antagande
4 (4) ~Fb antagande
1 5) Vy((Fa&~Fy)—a=y) 1 VE
1 (6) (Fa&~Fb)—a=10 5 vE
34 (7) Fa&~Fb 34 &
134 (8) a=b 6,7 —E
1,34 (9) Fb 83 =FE
134 (10) A 49 ~F
1,3 (11) ~~Fb 410 ~I
1,3 (12) Fb 11 DN
1,3 (13) VaFa 12 VI [bintei (1),(3)]
1,3 (14) VaxFzVVz ~Fzx 13 VI
123 (15) A 2,14 ~E
1,2 (16) ~Fa 3,15 ~I
1,2 (17) Vz~Fz 16 VI [aintei (1),(2)]
1,2 (18) VaFzVVzx ~Fzx 17 VI
1,2 (19) A 2,18 ~E
1 (20) ~~(VzFxVVx ~Fz) 2,19 ~I
1 (21) Ve FzVVx~Fz 20 DN

Slutsatsen pa rad (21) beror bara av premissen pa rad (1), sa saken ar klar.
8) och 9) Se forra sidan!

10) Lat ¢z vara formeln (a *b) x z = a * (b z). Vi skall forst visa Vz ¢z.

@0 géller eftersom (a*b)*OPZSO och a* (b*0) B ax020.

Antag att ¢c giller, dvs (a*b) xc = ax* (bxc). Da fas (a*xb)* S(c) = ((a*b)*c)+ (axb) 4
(ax(bxc))+ (axb) B 0k ((bxc)+b) . (b* S(c)), dvs ¢S(c).

Déarmed géller ¢c— ¢S(c) for alla ¢, sa Vz (¢z— ¢S(2)).

Sa ¢0 & Vz (¢pz — ¢S(z)) géller och enligt axiom P7 (alfabetiska varianten med z i stéllet

for z) géller da Vz ¢z, dvs Vz (a * b) *x 2 = a * (b * z). Eftersom detta géller for godtyckliga
a,b, fas (2 x VI) att det dnskade VaVyVz(xxy)*z=x* (y=*z) Ar visat.

11) Vi skall visa att O(A— B), OB—~A kg5 O~A.

Idé: Om ~A giller i nagon vérld fas slutsatsen. Annars géller A och enligt forsta premissen B i
alla vérldar, s OB och enligt andra premissen ~A (i den verkliga vérlden). Slutsatsen fas igen.
Eftersom vi gjorde ett tvafallsresonemang anvander vi ett indirekt bevis.

1 (1) O(A—B) premiss

2 (2) OB—~A premiss

3 (3) ~O~A antagande

4 (4) ~A antagande

4 (5) O~A 4 ol
34 (6) A 35 ~F

3 (1) ~~A 46 ~I

3 (8 A4 7 DN

1 (9 A—>B 1 OE
1,3 (10) B 98 —E
1,3 (11) OB 10 Oor  [(1),(3) fullt modaliserade]
123 (12) ~A 211 —E
123 (13) O~A 12 oI
123 (14) A 3,13 ~E
12 (15) ~~O~A 314 ~I
1,2 (16) O~A 15 DN

Eftersom slutsatsen pa sista raden bara beror av premisserna pa raderna (1) och (2), ar
harledningen klar.
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12) Vi skall visa att Ve O Fz, 032 (Fx— Gz), OVa Gz, Jx~Gx Egs 03z Ga.
Vi soker alltsa en tolkning som gor premisserna sanna och den hogra sentensen falsk.
O3z (Fx — Gz), Ve O Fz och 3z ~ Gz sanna ger «, 8 € w*(D), a # 8, med w*[Fa] =
w*[Fb] = w*[Fa— Ga] = w*[Ga] = 1, w*[Gb] = w*[Fb— Gb] = 0.
O3z (Fzr— Gx) sann ger att varje véarld har minst ett element, ett som gér Fz — Gx sann.
OVa Gx ger en varld, u sig, med u[Vae Gx] =1, sd u # w*.
O 3Jx Gz falsk ger att det finns en vérld, v sig, med v[3z Gz] = 0, tydligen v # w*, u.
Tolkning: W — {w*,u,v}, D = {a, .7}, w*(D) = {a, 3}, u(D) = {a}, o(D) = {1},
w*[F] = {a, 8} = u[F] = v[F], w*[G]= {a} = u[G], v[G] = .
Den visar att Va O Fz, O3z (Fr— Gx), OVa Gr, Jx~Gr Fg; 03z G ty:
e Vo OFz &r sann, ty w*[Ve O Fz] = 1, ty w*[0 Fa] = w*[O0Fb] = 1, ty w*[Fa] =
u[Fa] = v[Fa] = w*[Fb] = u[Fa] = v[Fa] =1, ty w*[F]| = u[F] = v[F] = {«, 8}
e Odx (Fx — Gx) ar sann, ty w*[03Jx (Fx — Gz)] = 1, ty w*[Fa — Ga] = u[Fa—
Ga] = v[Fc—Gc] =1, ty w*[Ga] = u|Ga] = 1,v[Fc] =0
o OVa Gz ar sann, ty w*[OVe Ga] = 1, ty u[Va Gz] = 1, ty u[Ga] =1
e Jr~Gr ir sann, ty w*[Fz~Gx] = 1, ty w*[~Gb] = 1, ty w*[Gb] =0
e O3z Gz ar falsk, ty w*[0 3z Gz] =0, ty v[Fz Gz] =0, ty v[G] = @

13) Vi skall visa att ~~(A& B) F; ~~A& ~~B.

Lat som vanligt S vara méngden av informationstillstand, med rot a och ordning <, i en
intuitionistisk tolkning.

Antag att a lF~~ (A & B) och o IF ~A for nagot o € S. Da géller 7 ¥ A, sa 7 ¥ A & B,
for alla 7 € S med o < 7, 84 0 IF ~ (A & B), vilket motséger att o IF ~~ (A & B). Ett
sadant ¢ finns alltsa inte, sa « IF ~~A. P.s.s. visas att a IF ~~DB, alltsa a IF ~~A & ~~DB.
Saledes ~~ (A & B) F; ~~A & ~~B och svaret: ja, det géller.

Alternativt kan man visa att ~~ (4 & B) Fyj~~A & ~ ~B och aberopa att NJ &r
ett sunt harledningssystem for intuitionistisk logik eller anvéinda satsen mitt pa sidan 341
i boken for att fa ~~ (A & B) Fy ~~A och ~~ (A & B) E; ~~B och dédrur det 6nskade.

F:o0

finna en tolkning sa att « IF ~Va (Foz— Gz) och a ¥ 3z ~Gx. a-o

Betrakta tolkningen (se fig.) S = {a, 5}, <= {{«o, 8)},
dom(a) = {®}, dom(B) = {©, ®}, T
warr(a) = @, warr(B) = {{(‘F’,0), (G, @), (‘F’,®)}.

Den ger: o
e alF ~Vz (Fr—Gux), ty a, f W Vo (Fx— Gzx), ty

Bl Fo, B G® och & € dom(S)
o ol dx ~Gx, ty a¥ ~GO (ty fIF GO) och dom(a) = {©}
Sa saken ar klar.

14) Vi skall visa att ~Vz (Fz— Gz) ¥; Jx ~Gx genom att
;

15) Lat ~A = {~p | p € A}. Villkoret att varje modell for I" satisfierar minst en sentens i
A betyder precis att médngden I'U ~ A saknar modeller.

Enligt kompakthetssatsen finns en dndlig delméngd till den som ocksa saknar modeller.
Denna dndliga méangd ar I'U ~ A’ med TV C T och A’ C A &ndliga. Att den saknar mo-
deller betyder precis att varje modell for I'V satisfierar minst en sentens i A’.

Saken ar klar.

16) Den givna sentensen JuVz ((Pz <> ~ (Pu(x) V Pu(u(x)))) & z = u(u(u(z)))) ar sann
i en tolkning precis om Vz ((Px < ~ (Pf(x) V Pf(f(z)))) & x = f(f(f(z)))) (en sentens i
forsta ordningens logik) dr sann for nagon tolkning av funktionssymbolen f.
Speciellt skall Yoz = f(f(f(z))) vara sann, sa varje element o € D avbildas av Ref(f) :
D — D enligt a — §+— v +— «, dar antingen o = § = -y eller «, 3, alla ar olika.
Eftersom édven Vo (Px — ~ (Pf(z) V Pf(f(x)))) skall vara sann géller att om o € Ext(P)
sa 3,7 ¢ Ext(P) och om « ¢ Ext(P) sa minst endera av § € Ext(P) och v € Ext(P). Det
foljer att «, 3,7 maste vara olika och att precis en av dem ligger i Ext(P). Saledes &r D
indelad i ”trippler” av element som avbildas pa varandra cykliskt, dar precis ett av de tre
ligger i | Ext(P)|. Det maste alltsa galla att | D\ Ext(P)| = 2-| Ext(P)| och omvént ser man
att om det géller, gar det alltid att finna en funktion Ref(f) med den 6nskade egenskapen,
sa svar: De tolkningar for vilka |D \ Ext(P)| = 2 | Ext(P)].
(Villkoret kan ekvivalent formuleras |D| = 3-| Ext(P)|, men med den givna formuleringen stimmer
det ocksa for odndliga D (da det ekvivalent kan skrivas | Ext(P)| = |D ~\ Ext(P)|).)
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