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d�e �gf/h��i	jh��k��"%"%	l��h
C → A

enm f/h��i	jh��k��"%"%	j�jh
B → (C & ∼ A)

eno �)�p�/��"�q!���r�l�p�
���s	jt/�
	j�%$&�#�r�C�O���u�����#�#���#v&�i	j�� W�r"�"xw

A B C C → A B → ( C & ∼ A )y y y d d y
y y d y d d
y d y d y y
y d d y d d
d y y d d y
d y d d d y
d d y d y y
d d d d y y

z{h|�j�&� d�}�~�}�� $#�j���|��� m ���p�j�5�����v��&�5�r	i	{�����&	>f/h&��	lhp���/��� eQ� �r	i	l�����n$���p��"��%v�	 e
z{h�� }�� $��l�����p� m �!t#�#vk$��l��v&�����E	i	_�b�p"��i��f/h��i	jh��r�/�#� }p� ��"%���r	_����$���p��"%��vp	 e�� �E	
�r���#�A	l�p�#�! /���j�C�j�E���/�p�j��$p	����k�p"�"s	l��hC�l���^� } �#��� m �p���!t#�/vu$��l�\v&���7�r	i	������&	
f/h&��	lhp�r����� } $��l�K�#�p���������/������$��l��v&�����E	i	)�b��"����X	�f�h��i	jhp���/��� }&� ��"%���r	��p��f#�j���r���
��$���#�E	|�i�p� � �p�l� e
�X� } ���r	�v&hp���p	i	|� � v&���j� � �&� m �p� e �|���u�p���!t#�#v e

~�e d ��dQ�
(A → B) ∨ ∼∼D

f#�j�r������
~ �x~&�

(C → B) → D
f#�j�r������

� � � �
C → A

f/���r����j�
� � � �

A → B
���&	l�pv&���/���

� �x�&�
C

���&	l�pv&���/���
� } � � � �

A
� } �

→
�

� } � }�� �����
B

� } �
→
�

� } � � � �
C → B

�#}��
→ �~�} � } � �b�X�

D
~#} �

→
�

d�y �id�y&�
∼∼D

���&	j��v&���/���
d�y �id�d��

D
d�y�� �

d�}�~�} � �id�~��
D

d&} � } �/}�d�y#}%d�d
∨
�

d



� e
T : ∃x (Fx → Gx)

√
1:a

T : ∀x (Gx → Hx) 3:a 4:b

F : ∀x (Fx → Hx)
√

2:b

1 : T : Fa → Ga
√

5

2 : F : Fb → Hb
√

6

3 : T : Ga → Ha
√

7

4 : T : Gb → Hb
√

8

5 : F : Fa

6 : T : Fb

6 : F : Hb

7 : F : Ga

8 : F : Gb

↑
➊

8 : T : Hb

×

7 : T : Ha

8 : F : Gb

↑
➋

8 : T : Hb

×

5 : T : Ga

6 : T : Fb

6 : F : Hb

7 : F : Ga

×
7 : T : Ha

8 : F : Gb

↑
➌

8 : T : Hb

×

�{� 	j�r�l�i$& 	l�p #"�hp�A���&	j�7��"�t�	������i��v��jh�vX�p"�"%���)�%�X	��7"�$�v�������� ��" �i� e ���A	j$�"��X�/�%�#v���$�
v��&��f#��������j�i�������������#�/����r� �i"�t�	l���p	j���r�K�b��"�����t�	j"��&�i���)t#���r�C��f/fW�r�Cv��j�r�C��$�
�/h�v�$���� � � �&" �i���/��� � �#���

±
 W�r	 q������7�
	�	7������
��� � �p" �i�K���&	����#v&�r�

+
�r"�"%���

−
}

�E� 	j�r�l�i$& ���E	�	j�������#�#���#v&� � �p�l�����%�X	�����f����E� � �E���j�&�{� � �$p	j� � ���j���/�����&f#f#�/��v��j�r�
�;	j�� #"�hp� � w

➊ F G H

α − − ±
β + − −

�r"�"%��� ➋ F G H

α − ± +
β + − −

��"%"��r� ➌ F G H

α ± + +
β + − −

� e d ��dQ�
∀xPx

f#�j�r������
~ �x~&�

∃x (Px → ∼Qx)
f#�j�r������

� � � �
∀xQx

���&	l�pv&���/���
� � � �

Pa → ∼Qa
���&	l�pv&���/���

d �x�&�
Pa

d
∀
�

d&} � � � �
∼Qa

� } �
→
�

� �����
Qa

�
∀
�

d�} � } � � � �
f

� } �
∼
�

d�}�~�} � �b�X�
f

~�} � } �
∃
� �

a
�i�)f/h��l��� d�}�~�} � } � �

d&} ~ �id�y&�
∼∀xQx

� } �
∼ �

��e � �
∀x (Bx → ∃y ∃z (y 6= z &My &Mz &Txy &Txz)) �
∼∃x (Bx&Tax)

�r"�"%�����r� � � � �p"��r�X	
∀x (Bx → ∼Tax)

~



� e�� hp	�$X����v����l�����Cv��l� � �i��	�$&"%�!�#���#v�����Cf#t#�/�&	j�r��$��l�Af/�%"��p� e
z��j�r������ d  W�E	�q!�#�r�����>��� � �p�x��� f#��" � �/�/���r�Cf/�%";	j�%"�"� /�p�p��� e
z��j�r������ ~  W�E	�q!�#�r��� � h�v�$&�Kf#t#�/�&	|�/�p���r�uf#��";� �jh��C��"�"���f#t#�#�X	������ e
z��j�r��������� W�E	�q!�#�r��� o �p�x���7f#t#�#�X	��/�����r�Cf#��";	j�%"�"5���%v��b�i�p" � � e
� "�t�	j�j�
	l�i���C W�E	�q����r��� �|"%"���	j���#�! /�p�l��f#�%"��p� � �/�/������C�;v&�j�p� �r�	� e
����v��l�
�#�i$&Zt#f#f�� q!"�"%���>���_	��j�_f#��������j�i�����/������k���&	j����"%t#	j�j�
	l�i�r���p�5��
��r�fW�r" � ���
� ��" �i�p������w

•DD
** •DDjj

** •DDjj

��"�"%	j�jh � �#�/�����C	�$�"��!�#���#v��#����f#�j�r��������r�j�/���p��t#f/f�� q!"%"��#������u�%�X	��k��"�t�	j�j�
	l�i���
$��l�u�p"�"s	l��h�v&��"%"��r�����&	j��"%$&v����i��� ��" �i� }#� ��"%���r	����!t#"%"�� � �����&� e

�!e d ��dQ�
∃x∀y (Ryx → x = y)

f#�j�r������
~ �x~&�

∀x∀y (Rxy → Ryx)
f#�j�r������

� � � �
∀y (Rya → a = y)

���&	j��v&���/���
� � � �

Rba → a = b
�
∀
�

~ �x�&�
∀y (Ray → Rya)

~
∀
�

~ � � �
Rab → Rba

�
∀
�

� �����
Rab

�p�&	l�pvX�p�/���
~#}�� � � �

Rba
� } �

→
�

~�} � } � �b�X�
a = b

� } �
→
�

~#} � �id�y&�
Rab → a = b

��} �
→ �~#} � �id�d��

∀y (Ray → a = y)
d�y

∀ � � b ����f/h��l��� ~�} � �~#} � �id�~��
∃x∀y (Rxy → x = y)

d�d
∃ �d&} ~ �id � �

∃x∀y (Rxy → x = y)
d�} � }�d�~

∃
� �

a
�i�)f�h��j�&� d�}�~#}%dQ~��

� e�m �E	j�j���X	j��	j$�"��X�/�%�#v&�r����$� v����{� �
D = {α}

}
Ext(F ) = ∅

}
Ext(R) = {〈α, α〉}$��l�

A : falsk
e � �#�r�#�/�A	�$&"%�!�#���#vu��� A → ∃xFx

�j�p�#�^�r� 	��r�l��$�
A
�p� �b�p"���� e

o ���#�����k���
∼Fa

�����#� } ��h
∃y Ray → ∼Fa

���|�j�p�&	 } $��j� �E� 	����j��$�M����� �r�/�#�
���/��� � ���0��$� � �#�/�����

α
��h vX�p"�"%�����#�p�j����

∀x (∃y Rxy → ∼ Fx)
e ����"%")������	

�p�
Raa

�j�p�X	|� ���r�/�/��	�$&"%�!�#���#v } �jh
∃y Ray

�p���j�p�X	 } $��l� �/�p�j����
∀x∃y Rxy

e
� �E	i	l�  W�E	�q����r�A�p"�"s	l��h �
	�	

∼ ∀x∃y Rxy
�p���b�p"����&	 } �jh

∼ ∀x∃y Rxy → A�p� �j�p�X	 eWo �>�/��� �p"�"s	l��h � �����p	 �
	�	7���r�#����	j$�"��!�#�%�/vKv��&���j�pk	�"���v&��	��j�����r�&	j�r�/���r�
�j�p�#�/� e

�



�#e d ��d��
2A

f#��������j�
~ �x~��

3(A → (B ∨ 3C))
f#�j�r������

� � � �
A → (B ∨ 3C)

���&	j��v&���/���
d � � �

A
d

2
�

d�} � �x���
B ∨ 3C

� } �
→
�

� � � �
B

�p�&	l�pvX�p�/���
� ���p�

B ∨ C
�
∨ �� � � �

3(B ∨ C)
�

3 �� �b�&�
3C

�p�&	l�pvX�p�/���
d�y ��d�y&�

C
�p�&	l�pvX�p�/���

d�y ��d&d��
B ∨ C

d�y
∨ �d�y ��dQ~��

3(B ∨ C)
d&d

3 �� ��d � �
3(B ∨ C)

�/}%d�y#}�d�~
3
� � �l��� d�~ � t#"%"%	|�$#�#�p"������r�l��� �

d�} � ��d � �
3(B ∨ C)

�#} � } � } �/}%d �
∨
�

d�}�~ ��dQ���
3(B ∨ C)

~#} � }%d �
3
� � �l��� d $��l� d ��� t/"%"%	��$��/�p"������r�l����� �

d�y/e�m �E	j�j���X	j��� ��" �i�p�/�������&	�t/�s	j�%$&�#����	j�����
��	j$�"��!�#�%�#v�w

•

•A

α

β

�{� 	j�r�l�i$& ���#v&�E	)	j�%"�"���	lhp�/�
σ ≥ α

t#f#f�� q!"�"%���
σ  ∼A

�jh�vX�p"�"%���
α  ∼A → B

e
o ���#������vX�p"�"%��� � �p�j���r�

α  A
�r"�"��r�

α  B
}5� ��"%���r	k W�r	 q��������
	�	

α 1 A ∨ B
e

��"�"%	j�jh � �����������r�#����	�$&"%�!�#���#v��
	�	
∼A → B 2I A ∨ B

e
d�d&e�� hp	

φx
 W�r	����j�!�/�A� $&����r"��

0 + x = x + 0
e � hp	�$&�j�7����^���/��t#�X	j�%$&�\�/����"����/�

∀xφx
e

� -#T�FI-#cxc�� �)	i	
0 + 0 = 0 + 0

�p��	��j� � ���p"%	 t#f#f�� q!"�"s	�� � ���b�����%�/�#� � ���^�p� "%���
�K����
���%v��b�i�p" �We ��"�"s	l��h�v&�p"�"��r�

φ0
e

BE*>U��	�;+�1bLW*nT�Tr+�(!V	� �n��vC�E	�	kv�$��!	�q��j�!"��%v�	
a
$��l� �p�&	l�pvu�p	i	

φa
vX�p"�"%��� } ���r	 � ��"�"

�j�pv&���
	i	
0 + a = a + 0

e	� h
	)$&�j� � ���j���
	�	
φS(a)

} ���E	 � �%"�",�j�pv&�k�p	i	
0 + S(a) =

S(a) + 0
e#o �O�/�p���p	i	

0 + S(a)
P4
= S(0 + a)

Antagandet
= S(a + 0)

P3
= S(a)

P3
= S(a) + 0,

���r	 � ��"%"_����v&�A�p	i	
φS(a)

e;o �{���p�k�p"�"��jhA�/�p�j"%�r	i	
φa → φS(a)

$��l�^�r� 	��r�l��$�
a� ����v&$��!	�q!�l�!"%��v���h�� ��" ���r�

∀x (φx → φS(x))
e

o �O�/�����p"�"s	l��h � �����p	
φ0&∀x (φx → φS(x))

}�� ��"%���r	����#"��%v�	����/��t/�&	j��$��/�j� 
���$���E	
z � v�����$X�����
	�	

∀xφx
} ���r	 � ��"�"O�j�pvX���p	i	

∀x 0 + x = x + 0
e

�



d�~#e �{� 	j�r�l�i$& � 
��r�fW�r" � ���
A,A 2 f

���_���r	����&	����jhk�
	�	
p, p � f

� ������"%"��k�i���&	����/���r�
p
e �|"%"%	j�jh����

R
���&	j�������/� 
�� �We

�>�pv��i���&	����/���r�
p, q

$��l�u�p�X	j�pv��
	�	
Rpq

} ���E	 � ��"�"O�j�pvX���
	i	
p, q � f

e/� h�v&�p"�"��r�
v�� � �E	 � ����$��l�!�jh

q, p � f
} ���r	 � ��"%"n����v&�

Rqp
e#o �5�/�p�|�p"�"s	l��h � ���j�
	|�
	�	�$�

Rpq�jh
Rqp

e �{� 	j�r�l�i$&
p
$��l�

q
� ����v&$��!	�q��j�!"��%vX�7�jh�v&��"%"��r�����E	�	j��� �&����"%"��k���r�&	j�r�/���r�

p, q
e �|"%"%	j�jh����

R
��q!���E	��j���i� e

� hp	��Xt
p
� ���j�����r�X	����/�i���

A
}
q
� �p�l���i���&	����/�i���

∼A
$��j�

r
� ���j�����r�X	��r���i���

A
e

�{� 	j�r�l�i$&
A, ∼A � f

} $��j�
∼A,A � f

} �jh��/��� � � �
	�	
Rpq

$#�j�
Rqr

e � ���
�#�������$�	�vX�p"�"%�����%�X	��

Rpr
�E� 	j�r�l�i$&

A,A 2 f
e �|"%"%	j�jh����

R
���&	j�7	��l�p�/���%	�� �,e

d � e�m �E	j�j���X	j��� ��" �i�p�/���7	�$&"��X�/�%�#v��O�$��#��";f#�������%�p�
	j"%$&v����,w

• •
w∗ u

{α} {β}
R : ∅ R : {〈α, α〉, 〈α, β〉}

�{� 	j�r�l�i$&
Raa

�p�������#�^� � �p�j"����r�
u
��hAv&��"%"��r�

3Raa
} $��l���r� 	����j��$�

α
�p�7�r�

���/��� � ��� �>����� ���X	�t#��"%"�� � �p�j"����r�
w∗

��h��bh�� � �n�p	i	
∃x∃y 3Rxy

v&��"%"��r�|�>���r�#�/�
	�$&"��X�/�%�#v e
o ���#����� } �{� 	j�r�j��$�

Rab
v&�p"�"��r��� � �p�j"��#�r�

u
$��j�

β
�������A�%�/��� � ����� � �p�j"����r�

u
��h

v&��"%"��r�
∃y Ray

� � �p�j"����r�
u
e � ��qX�/�#�r�j�#�E	{v&�p"�"��r� 3∃y Ray

} $��j���r� 	����j��$�
a
�p� �r�

���/��� � ���C�5���r� �p�X	jt#�r"�"�� � ����"����r�
w∗

��h�v&��"%"��r�
∃x3∃y Rxy

�5���r�#����	�$&"%�!�#���#v e
����"%" ������	 } �E� 	����j��$� ���E	7�%�X	�� � �/�/���/h�v��l�����/��� � �������

x, y
� � �p�j"��#�r�

w∗
��h&�#�p���

�
	�	
Rxy

v&��"%"��r�_�,�#�r�#�/� � ����"�� } $��l���%�X	�� �#�r"�"%�����/h�v��l�7���/��� � ���#�%���
x, y

� � �p�j"������
u
�jh��/�p�/���p	i	

Rxy
v&��"%"��r���

u
} ��h�v&��"%"��r�

∃x∃y Rxy
� �p�j���r�A� � �p�j"������

w∗
��"%"��r�

�
u
e ��"�"%	j�jh�v&��"%"��r�����&	j�

3∃x∃y Rxy
�5�����#�/��	j$�"��!�#���#v e

� ���������b�
	�	��#���#v&� � ���)�/�p� � �,�#�%	i	j�p	��r�K	�$&"%�!�#���#v��#�p�����  /h&�#��f#�j�r��������r�j�/�����
t#f#f#� qX"�"��#� } ��r�^���&	����i"�t�	l���p	j���r� e;� �r	i	l�A W�E	�q����r���
	�	7"%$&v������A� �&" �i�����&	j��vX�p"�"%��� }
� ��"%���r	����Xt/"%"�� � ���j��� e

d � e�m �E	j�j���X	j��� ��" �i�p�/�������&	�t/�s	j�%$&�#����	j�����
��	j$�"��!�#�%�#v�w

α ➊ F : ∅

β ➊ ➋ F : ➊

6

�{� 	j�r�l�i$&
β 1 F➋

��h�v&��"�"%���� �h����
α 1 ∀xFx

$��l�
β 1 ∀xFx

e ��"�"%	j�jh�v&��"%"��r�
σ 1 ∀xFx

� �&���p"�"��
σ ≥ α

} ���r	 � ��"�"O�j�pvX���p	i	
α  ∼∀xFx

e
o ���#�����kv&��"%"��r�

β  F➊
��h

α 1 ∼F➊
e �{� 	����j��$�

➊
�p�|����� �r���#���%����� � �����r� �

	���"�"��i	jh��/���r	
α
��h � �����������E	�	j���
	i	

α 1 ∃x ∼Fx
e
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