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1) Vi har pastaendena:

A: ”Minst en av C och mig ar kung.”

B: 7A och C ar olika sorter.”

C: ”A &r kung.”

Om C &r kung &r det hon séger sant, sa A ar ocksa kung. Om C &r narr ljuger hon, sa A ar
ocksa narr. A och C &r alltsa samma sort.

B pastar motsatsen, sa B ar narr.

Om A och C &r kungar, dr A:s utsaga sann. Om de bada &r narrar, dr den falsk. Det
"stammer” i bada fallen, sa mer &n ovanstaende kan vi inte sdkert siga.

Svar: A och C ar samma sort och B ar narr.

Formellt: Om A &r pastaendet att A &r kung och motsvarande for B, C, vet vi att

A~ (CV A), Bo~(A—(C), C— A ar sanna. T.ex. sanningsvirdestabell ger svaret.

(A:s uttalande ar tydligen ”onodigt”, det ger ingen mer information, men detta maste forstas
kontrolleras.)

2) Att visa: AVC, (A& B)—C +~C—~B.
Idé: Antag ~C och visa ~ B, genom att anta B och fa C bade med A och C, motségelse (VE).

1 (1) AvcC premiss
2 (2) (A& B)—C premiss
3 (3) ~C antagande
4 (4 B antagande
5 (5) A antagande
45 (6) A&B 5.4 &l
245 (1) C 2,6 _E
8 (8 C antagande
124 (9) C© 15,788 VE
1,234 (10) A 3.9 ~E
1,23 (11) ~B 4,10 ~l
12 (12) ~C—~B 311 I

Slutsatsen pa rad (12) beror bara av premisserna pa raderna (1) och (2), saken &ar klar.

3) For att visa att Fa — Ve Ga ¥ Jx Fo — Jx Gz skall vi finna en tolkning som gor
premissen sann och den ténkta slutsatsen falsk.

dx Fz — dx Gz ar falsk precis om Jdz F'x ar sann och dx Gz ar falsk. Da F G
ar ocksa Vx Gz falsk, sa for att Fla — Vo Gx skall vara sann maste Fa al— -
vara falsk. Vi leds till tolkningen hérintill. Den gor ju Fa, Yz Gz, 3z Gx 8|+ -

falska och Jdx F'z sann, sa pastaendet f6ljer enligt ovan.

4) For att avgora om Vo (Fx—Vy Gy) E Vo (Fa— Gzx) soker vi motexempel
(tolkningar som gor premissen sann och slutsatsen falsk):

T: Ve (Fzr—VYyGy) as,b;s

I tablan véxlar de tre faserna: F: Ve(Fa—Gz) iy
1. Satslogiska -; 4-6 \F Fa—Gb \/4‘
2. T4, FV 1;- oT Fa—VYy Gy Vs
3. Tv,F3 23;78 3T Fb—VYy Gy Ve
4T : Fa
4F : Gb
/\
sF: Fa sT: VYyGy ar,bg
X /\
¢F: Fb 6l : VyGy
7T : Ga 7T : Ga

Tablan sluter sig, sa slutledningen ar giltig.
sT: Gb sT: Gb

X X



5) 1. ”?Varje pojke litar pa ndgon annan pojke.”

dvs "For alla x: om x ar pojke finns y sa att y ar pojke, x och y ar olika och x litar pa y”,
sa svar: Vo (Pr— 3y (Py & x # y & Lay))

(mer precist: Vz (Pz— 3y (Py & ~z = y) & Lxy)))

2. ”Det finns en flicka som litar pa precis dem som litar pa nagon pojke.”

dvs "Det finns x sa att a ar flicka och for alla y galler att x litar pa y precis om (omm) det
finns z sa att z ar pojke och y litar pa z”

sa svar: dv (Fx & Vy (Lry < 3z (Pz & Lyz)))

Logiskt ekvivalenta varianter &r forstas majliga.

6) Uttryckt i ”punkter och pilar” séger p; : Vo Vy (Pry & Pyx) —x = y) att det inte finns
andra dubbelriktade pilar dn loopar (dvs pilar fran punkter till sig sjilva), ps : Vo Iy Pxy
séger att minst en pil startar i varje punkt, ps : Jx Vy Pxy siger att det finns en punkt med
pilar till alla punkter (inklusive den sjalv) medan q : Vz Pxx V Va ~Pza ar falsk precis om
det finns minst en punkt utan nagon loop och minst en punkt med.

Vi visar p1, p2, p3 ¥ ¢ genom att finna en tolkning som gor p1, pe och ps sanna och ¢ falsk.
Enligt p3 innehaller doménen D i den sokta tolkningen ett element

«a med pilar till alla, dvs Paa, Pab, ... sanna. Eftersom ¢ ar falsk Q

finns ett element utan loop, kalla det 8. p; forbjuder Pba och py «

kréver en pil fran 8. Det finns alltsa minst ett element till, v, med

Pbc sann. Enligt po finns en pil fran 7. Pca och Pcb forbjuds av

p1, men Pcc gar bra. Detta ger tolkningen (se figuren) gl

D ={a,B,7}, Ext(P) = {{a, &), (@, 8), (@, 7), (B, 7)s (v, M) }- Jé]

Den gor p1, po, p3 sanna och ¢ falsk, sa saken ar klar.

7) Att visa: Jx Fz, 3z (Fr—Gz), Ve ~Gz F JzIyxz £ y.
Idé: Fa giller for nagot a och F'b — Gb f6r nagot b. Om a = b gillde skulle Gb gilla, men det
motsager Vo ~Gx. Det behovs tydligen JE tva ganger.

1 (1) JzFx premiss
2 (2) dx(Fr—Gz) premiss
3 (3) Va~Gzx preimiss
4 (4) Fa antagande
5 (5) Fb—Gb antagande
6 (6) a=b antagande
46 (1) Fb 64 —FE
456 (8) Gb 57  —E
3 (9) ~Gb 3 VE
3456 (10) A 9.8  ~E
345 (11) a#b 6,10 ~I
3,45 (12) Jya#y 11 a1
345 (13) dxdyx#y 12 a1
234 (14) Jzyac£y 2513 FE  [bintei (2),(13),(3),(4)]
123 (15) Jrdyry 1414 3B laintei (1),(14),(2),3)

1),
)

1
Slutsatsen pa rad (15) beror bara av premisserna pa rad (1), (2) och (3), saken &ar klar.
)

8) En binér relation R som gor Va Vy (Rzy — (Ryzx & Ryy)) & Va Jy Rry sann ar

e symmetrisk, dvs VzVy (Rzy — Ryzx) ar sann, ty for godtyckliga a och b ger
VaVy (Rxy — (Ryx & Ryy)) att Rab — (Rba & Rbb), s4 om Rab &r sann ar
ocksa Rba & Rbb det och speciellt Rba, saledes Rab— Rba

e reflexiv, dvs Vo Rxx ar sann, ty Vo Jy Rxy ger att det for godtyckligt a finns ¢ sa
att Rac, enligt symmetrin da ocksa Rca, och som nyss géller Rca — (Rac & Raa),
saledes Rac & Raa, speciellt Raa

e inte (sdkert) transitiv, dvs Vo VyVz ((Rzy & Ryz) — Rxz) behover inte vara
sann, vilket ses av tolkningen (se figuren)

D ={a, 8,7} Ext(P) = {{a, @), (e, 8), (8, ), (B, 5), (B,7), (7, 8), (v, 1) }-

Den gor den givna sentensen sann, men inte (Rab & Rbc) — Rac

QL O

Svar: R ar reflexiv och symmetrlsk men inte sakert transitiv.
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9) Vi har: a) ~pkEqg B) Epoch Eq.

«) betyder precis att det finns minst en tolkning som gor ~p sann, dvs p falsk, och ¢ falsk.
() betyder precis att det finns minst en tolkning som gor p falsk och minst en tolkning (inte
sikert samma) som gor ¢ falsk.

Tydligen géller @ = [ (till och med samma tolkning gor p och ¢ falska).

Exemplet p : A, ¢ : ~ A, som gor ) sann (¥ A och ¥ ~ A giller) men «) falsk (~AF~ A
giller) visar att ) # «).

Sasvar: «) = ), f) & «a).

10) Lat ¢x vara formeln S(0) * x = x. Vi skall visa Vz ¢x.

@0 géller eftersom S(0) % 0 2.

Antag att ¢a géller, dvs S(0) * a = a.

Da fas S(0) * S(a) = (S(0) * a) + S(0) 2 a+ S(0) 2 S(a +0) Z S(a), dvs ¢S(a).
Dérmed géller ¢pa— ¢S(a) for alla a, sa Vz (px— ¢S(x)).

Sa ¢0 & Va (¢px — ¢S(x)) giller och enligt axiom P7 (med n = 0) galler da Vz ¢x, dvs
det 6nskade Vz S(0)*x =2 &r visat.

11) Vi skall visa att CA—0OA kg5 ~A—O~A.

Idé: Antag att ~A géller i den verkliga véirlden. Om < A géllde skulle premissen ge O A och da A
i varje varld, speciellt den verkliga, motsigelse, sa ~< A géller. Ur den kan vi som vanligt harleda
O~A, men hérledningen kréaver fullt modaliserade forutsidttningar, vilket ~A inte ar. Vi far anta
nagot vi vet, hirleda en implikation etc.

1 (1) ©A—DOA premiss
2 (2) ~A antagande
3 (3 <A antagande
13 (4 D4 13 —E
1,3 (5 A 4 OFE
123 (6) & 25 ~FE
12 (1) ~OA 36 ~I
8 (8) ~<A antagande
9 (9 A antagande
9 (10) ©A 9 ol
89 (11) A 8,10 ~E
8 (12) ~A 9,11 ~I
8 (13) O~A 12 OI  [(8) fullt modaliserad|
(14) ~OA—O~A 813 —I
1,2 (15) O~A 14,7 —E

1 (16) ~A—O~A 215 —I
Slutsatsen pa sista raden beror bara av premissen pa rad (1), sa saken &r klar.

12) Vi skall visa att OVa Vy Pxy Fgs <V OVy Pry.
Vi soker alltsa en tolkning som gor premissen sann och den ténkta slutsatsen falsk.
Premissen sann ger att Vo Vy Pry ar sann i varje varld, dvs i varje varld star alla existerande
element i relationen P till varandra.
OVa OVy Pay falsk ger att inte i nagon vérld ar Vo OVy Py sann, dvs i varje vérld finns
ett element, a sig, sa att det finns nagon vérld med ett existerande element, b sig, dir Pab
ar falsk. a kan tydligen inte existera i den senare varlden.
Tolkning: W = {w*,u}, D = {a, 8}, w*(D) = {a}, u(D) = {3},
w*[P] = {{e, )}, u[P] = {(B,5)}.
Den visar att OVxVy Pry Eg; OVrOVy Pry ty:
e OVzVy Pxy ar sann, ty w*[0VaVy Pzy] = 1,
ty w*[VzVy Pay] =1 (ty w*(D) = {a} och w*[Paa] =1, ty (o, ) € w*[P])
och ulVx Vy Pxy] = 1 (ty u(D) = {8} och u[Pbb] =1, ty {3, 8) € u[P])
o OVxOVy Pry ar falsk, ty w*[¢ Ve OVy Pry] =0,
ty w*[Vx OVy Pry] =0 (ty a € w*(D) och w*[0Vy Pay] = 0,
ty u[Vy Pay] =0, ty 8 € u(D) och u[Pab] = 0, ty (o, 8) ¢ u[P])
och u[Vz OVy Pzy] =0 (ty 8 € w(D) och u[OVy Pby] =0,
ty w*[Vy Pby] = 0, ty o € w*(D) och w*[Pba] = 0, ty (5, a) ¢ w*[P])



13) Vi skall visa att A—(BV~C) Ff ~B—~(A& ().

Lat som vanligt S vara méngden av informationstillstand, med rot « och ordning <, i en
intuitionistisk tolkning.

Antag att ol A— (BV~C). Om vi da visar att a IF ~B—~ (A & C) &r saken klar. Det
giller alltsa att visa att om o I ~ B {or nagot o € S sa géller ocksa o I ~ (A & C), dvs att
for alla7 € Smed o <7 galler T A& C, dvs 7 ¥ A eller 7 ¥ C. Men om 7 IF A, géller,
eftersom vi antagit a lF A— (BV~C), att 7IF BV~C, dvs 7 IF B eller 7 IF ~C. Eftersom
ol ~Bmed o <7 giller 7 ¥ B, sartlk~C, vilket medfér 7 ¥ C. Saledes 7 ¥ A eller
T W C och saken &r klar, vi har visat A—(BV~C) F; ~B—~(A&C).

14) Vi skall visa att ~3z (Fa & Gz) ¥; Vo (~FzV~Gz) genom att finna en tolkning sa
att a Ik ~3z (Fz & Gx) och a ¥ Va (~ Fa V~Gx).

For att visa motsvarande (riktiga) logiska foljd i klassisk logik,
anvinder man ~3z Pz F Vo ~Proch~(A& B) F~AV~B. 1 [0 G:o
intuitionistisk logik géller den forsta men inte den andra av dessa. Vi B 0
?anvander” alltsa den andra for att finna den sdkta tolkningen.
Betrakta tolkningen (se fig.) S = {a, 8,7}, <= {{a, 5), {a, )},
dom(a) = dom(B) = dom(vy) = {®}, a
warr(a) = @, warr(f) = {(‘F’,0)}, warr(y) = {({G’,©)}.
Den ger:
o alF ~3x (Fz & Gx), ty o, 8,7 W Jz (Fz & Gz), ty o, 8,7 ¥ FO & GO, ty
a, B GO, a,v ¥ FO och dom(a) = dom(B) = dom(y) = {®}
o oV (~FrV~Gr), ty ak ~FO VGO, ty a ¥ ~FO (ty f1IF FO)
och a ¥ ~Go (ty vIF G®) och ® € dom(«)
Sa saken ar klar.

15) En modell for T'), (I's) som gor g sann &r precis en modell for I';, U {q} (T'oo U {q}).
Enligt kompakthetssatsen har T', U {¢} en modell precis om varje dndlig delméngd, IV, av
den har en modell. Men for varje sadant I finns ett storsta k sa att pp € IV, Det betyder
att IV C I'), U {¢} da n > k. Eftersom det finns en modell for I';, U {¢} f6r odndligt manga
n finns det en med n > k och alltsa en modell for IV. Pastaendet foljer.

16) Den givna sentensen Ju3IX Ve (Xz « ~ Xu(u(z))) & Vy(u(z) = uly) =z = y))
dr sann i en tolkning (dvs for en viss domén D) precis om sentensen i forsta ordningens
logik Va ((Px < ~ Pf(f(x))) & Yy (f(z) = f(y) =« = y)) ar sann for nagon tolkning av
funktionssymbolen f och predikatsymbolen P.

Lat ag € D avbildas av Ref(f) : D — D enligt ag — a3 — ag.... Eftersom D &r dndlig
maste denna f6ljd innehalla nagon upprepning, 1at [ vara det minsta talet sa att a; = «y for
nagot k < l. Men VzVy (f(x) = f(y) »x = y) &r sann, sa k = 0 (annars vore ap_1 = oq_1,
dvs [ inte minimalt) och «q ingar i en sluten kedja (en cykel) under Ref(f):s verkan. ay
var godtyckligt, sa hela D delas in i sadana cykler.

Eftersom Vz (Px < ~ Pf(f(x))) ar sann, géller o; € Ext(P) < ;42 ¢ Ext(P). Det
betyder att i hela cykeln kommer omvéixlande tva element i Ext(P), tva element i D \
Ext(P), tva element i Ext(P) etc. For att det skall ”ga ihop” maste cykelns langd vara en
multipel av 4. Detta skall gélla for alla cykler, sa totala antalet element i doménen, |D],
maste vara en multipel av 4.

Alternativt kan man se detta sa (kortare, men kanske svarare att komma pa): Doménen D = DU
D10 U Do U Do1, dar D11, D1o,... ar de disjunkta méngderna D11 = {¢ € D | Pi och Pf(i) sanna},
Dio={t€ D | Pioch ~Pf(i) sanna} etc. Da avbildar Ref(f) : D11 — D10 — Doo — Do1 — D11
och eftersom Ref(f) avbildar olika element pa olika, maste |D11| < |Dio| < |Doo| < |Do1| < |Di1].
De fyra méngderna &r alltsa alla lika stora och resultatet blir som nyss.

Omvént, om |D| dr en multipel av 4, finner vi tolkningar av f och P som gor sentensen ovan
sann: Dela in D i grupper om fyra element, lat Ref(f) ha alla dessa som cykler och Ext(P)
innehalla precis tva i rad i varje cykel. Detta gor tydligen sentensen sann och dérmed &r
den givna andra ordningens sentens sann.

Svar: Sentensen dr sann precis om (den &ndliga) doménens antal element &r
delbart med 4.



