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1. (MODUL 1) Betrakta fältet

A = grad
(

a · r
rn

)
,

där n är ett reellt tal, r är ortsvektorn, r dess belopp, och a är en konstant vektor.
Förenkla med hjälp av nablakalkyl uttrycket för A s̊a l̊angt det g̊ar. Finns det n̊agot
val av a och n s̊a att A blir divergensfritt? Rotationsfritt?

———————————————————————————————————-

En kalkyl som bygger p̊a kedjeregeln ger att

∇(r−n) = −n
r

rn+2
,

s̊a att

A = ∇
(
r−na · r

)
= (a · r)∇(r−n) + r−n∇(a · r) = −n

a · r
rn+2

r +
a
rn

.

Eftersom A är ett gradientfält är det konservativt, och därför rotationsfritt för alla val
av a och n. Divergensen d̊a? Vi räknar:

div
a · r
rn+2

r = ∇
(

a · r
rn+2

)
· r +

a · r
rn+2

∇ · r = ∇
(

a · r
rn+2

)
· r + 3

a · r
rn+2

,

där vi ser att gradienten är av precis samma typ som A, s̊a att

∇
(

a · r
rn+2

)
= −(n + 2)

a · r
rn+4

r +
a

rn+2
.

Detta ger att

div
a · r
rn+2

r = −(n + 2)
a · r
rn+4

r · r +
a

rn+2
· r + 3

a · r
rn+2

,

vilket vi förenklar till
div

a · r
rn+2

r = (2− n)
a · r
rn+2

.

P̊a samma vis f̊ar vi fram att

div
a
rn

= −n
a · r
rn+2

,

s̊a att
divA = −n div

a · r
rn+2

r + div
a
rn

= n(n− 3)
a · r
rn+2

.

Vi f̊ar divergensfrihet om n = 0 eller n = 3, eller först̊as om a är nollvektorn.

———————————————————————————————————-

2. (MODUL 1) D̊a en stel kropp K roterar med vinkelhastigheten ω (en konstant vektor)
s̊a ges hastigheten v = v(r) i en godtycklig punkt r ∈ K av

v = ω × r.

Beräkna rotv.
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———————————————————————————————————-

Enligt formel gäller att

rotv = ∇× (ω × r) = (r · ∇)ω − (∇ · ω)r− (ω · ∇)r + (∇ · r)ω,

men eftersom ω är en konstant vektor förenklas uttrycket till

rotv = −(ω · ∇)r + (∇ · r)ω.

Vi ser att
ω · ∇ = ωx

∂

∂x
+ ωy

∂

∂y
+ ωz

∂

∂z
,

s̊a att
(ω · ∇)r = (ωx, ωy, ωz) = ω.

Det följer att
rotv = −ω + 3ω = 2ω.
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