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1. (MODUL 2) Beräkna flödet av vektorfältet

F = (yz, xz, xy)

genom halvsfären x2 + y2 + z2 = 1, z ≥ 0.

—————————————————————————————–

Divergensen av fältet är

divF =
∂

∂x
(yz) +

∂

∂y
(xz) +

∂

∂z
(xy) = 0 + 0 + 0 = 0.

Enligt Gauss’ sats innebär detta att flödesintegralen blir noll över varje sluten yta.
Halvsfären är inte sluten, men vi kan sluta till den genom att lägga till cirkelskivan
x2 + y2 ≤ 1 i xy-planet. Om vi tänker oss att normalen till halvsfären är riktad upp̊at
(positiv z-komponent) s̊a har cirkelskivan normal som pekar i negativ z-led. Detta
innebär att om vi istället ger normal till cirkelskivan positiv z-riktning s̊a f̊ar vi samma
flöden genom den som genom den givna halvsfären. Kalla nu cirkelskivan för D; d̊a blir∫∫

D

F · dS =
∫∫

D

(yz, xz, xy) · (0, 0, 1) dS =
∫∫

D

xy dxdy = 0

av symmetriskäl (eller polära koordinater).

—————————————————————————————–

2. (MODUL 2) Beräkna kurvintegralen ∫
Γ

F · dr,

där Γ är ellipsen som är skärningen av x2 + 2y2 = 4 och z = 0. Här är F = r(θ̂ + ϕ̂),
där θ̂, ϕ̂ är motsvarande enhetsvektorer i sfäriska koordinater.

—————————————————————————————–

Enligt BETA, s. 253, har vi

dr = r̂ dr + θ̂ r dθ + ϕ̂ r sin θ dϕ,

s̊a att
F · dr = r2dθ + r2 sin θ dϕ.

Detta ger att (vi tänker oass att ellipsen g̊ar i positiv led i xy-planet)∫
Γ

F · dr =
∫

Γ

r2dθ + r2 sin θ dϕ =
∫

Γ

r2 sin θ dϕ =
∫

Γ

r2 dϕ,

eftersom θ = π/2 och allts̊a dθ = 0 längs med kurvan Γ. P̊a ellipsen gäller att

r2(cos2 ϕ + 2 sin2 ϕ) = 4,

s̊a att ∫
Γ

F · dr = 4
∫ 2π

0

1
cos2 ϕ + 2 sin2 ϕ

dϕ.

Evalueringen av den sista integralen är inte s̊a väsentligt, men värdet blir slutligen
4
√

2π.
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