KTH-matematik

Tentamensskrivning, 2008-05-26, kl. 08.00-13.00.

SF1649 Vektoranalys och komplexa funktioner, for E.

Hjélpmedel: BETA, Mathematics Handbook.

For betyg C kriavs 7 poéng, medan for betyg B kriavs 11 poéng, och for betyg A krivs 15 poéng.
Losningarna skall motiveras vil!

TENTAMENSSKRIVNING: DEL 2

1. Vi betraktar vektorfaltet

sin ¢

A =sinfe, +cosfey — om0 e,,
angivet i sfiriska koordinater.
(a) Berékna rot A.
(b) Berékna om mdjligt en skaldr potential ¢ till A. (5)

Enligt [BETA, s. 249], har vi
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Detta ger att rotationen blir noll. Detta betder att det (atminstone lokalt) finns en
skaldr potential, dvs ett skaldrfalt U med grad U = A. Vi ser att

U =rsinf +cosyp

funkar.

2.  Betrakta bollen
B: 2®4y*+22<1.
Vi intresserar oss for det elektrostatiska kraftfaltet
r—ro

F— T
[r —rg[3’

dér r dr ortsvektorn och rg &r positionsvektorn for en punktladdning. Vi kan anta att
ro = (x0,0,0), dér xo ir ett positivt tal (eller noll).

(a) Berikna kraftfiltets divergens.

(b) Berékna flédesintegralen

/ F-ndS,
oB

dér dS &r ytelementet och i den utatriktade normalen (randen 0B betecknar enhetssfi-
ren 22 +y2 422 = 1). Observera att vi far olika resultat om ry ér innanfor eller utanfér
sfiren. (5)

V.g. vind!



En direkt nablakalkyl ger att F &r divergensfritt utom i punkten rg.Detta innebér
att om rg ar utanfér bollen B blir flodesintegralen noll. Dessutom foljer att om rqy &r
innanfor B sa kan vi byta B mot en annan ldmplig yta som innesluter ro. En sadan
annan yta dr sfiren med radie 1 kring rg; for denna andra yta &r integralen litt att
berdkna: resultatet blir 4.

Visa att om S dr begriansningsytan till en kropp V', sa giller att

/ /s 5 rds = / / /V grad f(r) dadydz.

Hir ér r = (z,y, z) ortsvektorn, och f(r) nagon funktion av radien r = \/x2 + y2 + 22,
vilken skall bestdmmas. Dessutom &r n den yttre normalvektorn. Obervera integralerna
pa bada sidor ar vektorvirda! Tips: nablakalkyl &r anvindbart! (5)

Lat e vara en fix vektor i rummet av langd 1. Da blir

r-n r-n r
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och vi har en vanlig skalér flodesintegral som vi kan tillimpa Gauss’ sats pa. Nu &r
div(e-r)i5 =V(e-r)- T (e-r)divi
r

ro 5

och lite ytterligare nablakalkyl ger

. r 2
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sa att r 6.1
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Enligt Gauss’ sats giiller nu att

e-/ mrdS:—// Edzdydz:—&// L dedyde.
s 10 v 1P v 7o

Funktionen
har gradienten

och darfor giller

e-/ %rdS:e-/// grad f(r) dedydz.
s T v

Eftersom vektorn e ér godtycklig, maste ocksa gélla att

//S%nrdsz///v grad f(r) dadyd:z.




Antag att f(z) = u(x,y) + iv(z,y), 2 = x + 4y, dr analytisk i ett omrade D, och 14t
Z; beteckna méngden av rotter till ekvationen f(z) = 0; vi antar att rotternas antal
ar andligt. Visa att funktionen In |f(z)| & harmonisk i D bortsett fran méngden Z;.

Vi skall visa att

1
Inu? 402 = 3 In(u? + v?)

Ar harmonisk. Med lite enkla beréikningar baserade pa CR kan vi visa att A In(u?+v?) =
0. Alternativt kan vi observera att In | f| &r realdel till den analytiska funktionen log f,
som &r véldefinierad (lokalt) utom da f = 0.
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