KTH-matematik

Tentamensskrivning, 2008-05-26, kl. 08.00-13.00.

SF1649 Vektoranalys och komplexa funktioner, for E.

Hjalpmedel: BETA, Mathematics Handbook.

For godkiint betyg krivs minst 4 av 5 moduler godkénda (Del 1). For éverbetyg krivs dessutom
deltagande i Del 2. Losningarna skall motiveras vil!

TENTAMENSSKRIVNING: DEL 1

1. [MODUL 1] Undersok om vektorféltet
F = (22 — 42 axz, bzz2)

har en vektorpotential, beroende pa vérdena pa konstanterna a,b. Bestdm i sa fall en
sadan. Kom ihag: en vektorpotential A till F l6ser rot A = F.

For att vektorfiltet ska ha en vektorpotential maste divergensen vara noll, dvs

o0, ., 0 0 B B
divF = 83:(x yo) + 8y(amz)+ aZ(bacz) =2z +bxr =0,

vilket &r uppfyllt precis da b = —2. Parametern a far vara vad som helst. Vi ser att
A = (ax2?/2,y*2 — 2°2,0)

dr en 16sning.

2. [MODUL 2] Ett (krok)linjigt koordinatsystem (u, v, w) definieras genom
(u,v,w) = (x +az,y + bx,z + cx + dy),

dir (z,y,z) betecknar ortsvektorn i vanliga koordinater. Bestdm vad konstanterna
a, b, c,d ska vara {or att koordinatbytet ska vara ortogonalt. Berikna dérefter (i detta
fall) divergensen av vektorfiltet

B=e,+e,+e,,

dar e,, e,, e, betecknar motsvarande kroklinjiga enhetsvektorer.

Eftersom v = x + az, v = y + bx, och w = z + cx + dy, har vi
Vu=(1,0,a), Vv=(b1,0), Vw=/(cd1),
och saledes
Vu-Vv=0b, Vu-Vw=c+a, Vv -Vw=bc+d.
For att dessa ska vara ortogonala maste b = d = 0 samt ¢+ a = 0. Koordinatbytet blir
da
(U,U,UJ) = (x + az,y,z — Clil?),
och associerade enhetsvektorer blir
1

1,0,a), e,=1(0,1,0), ey, =——
( ) ( ) V1+a?

(—a,0,1).

1
e, = ———
Y V1t a2
Detta innebér att
1

1
V1+a? V1+a?

vilket dr ett konstant vektorfilt. Divergensen dr darfor lika med noll.

B=e,te,+e, = (1,0,a) 4+ (0,1,0) + (—a,0,1),

V.g. vind!



[MODUL 3] Hitta en 16sning till
Viu= (2 +y*+2°)° pa B,

dir Bs #r enhetsklotet 22 + 32 + 22 < 1, med randvirde konstant lika med 8 pa
enhetssfiren 22 + y2 + 22 = 1.

Vi letar efter en funktion u som bara beror pa r. Enligt [BETA, s. 249] ska vi losa

10 (,0u) 4
22

0 [ ,0u\ g
2(3)-

Detta innebéar att

med allmén 16sning

ou 71

2

“_ .
" or 9 ton

sa att
ou T7 Cl
— =4 =
or 9 r2

Vi vill inte ha en 16sning som ar singulér i origo, vilket gor att vi sitter C; = 0. Da far
vi

8
r
= — + (Cs.
u 72+ 2
Pa enhetsklotet » = 1 blir
1
u = ﬁ + 02 = 8,
sa att
1 575
Cr=8-m =0

Den sokta lsningen blir alltsa

_1 9 9 ovg 07D
u—72(a: +y 429+ R

[MODUL 4] Lat f(z) = u(z,y) + iv(z,y), ddr z = x + iy, vara en analytisk funktion.
Skriv den sammansatta funktionen F(z) = e/(*) i termer av real- och imaginirdel,
samt visa (med hjélp av CR ekvationerna fér f = u + iv) att funktionen F(z) blir
analytisk.




Vi far att '
F=el ="t = e cosv + iesinv = U 4 iV,

med
U = e" cosw, V =e“sinw.

Vi ska underscka om
ou oV ou oV

dr Oy’ dy Oz’

Klart ar att

8—U—e“cosv—u—e“sinv—v @—e“cosv—u—e“sinvl

or oz oz’ oy Oy oy’
samt

a—vfe“sinv@+e“cosv@ a—vfe“sinv%Jre“cosv@

or oz ox’ oy Oy oy’
Enligt CR {6r u, v blir

a—v = e“sinv% —l—e”cosv% = —e“sinv@ —&-e“cosv% = a—U

oy Oy oy Ox or oz’
samt

8—‘/ = e“sinv@ —i—e“cosv@ = e“sinv@ —e“cosv% = —a—U

or oz ox Oy dy Oy’
Vi ar klara.

[MODUL 5] Avbilda strimlan
0<Rez+Imz<1

konformt pa halvplanet Im z > 0.

Bildar vi z; = e'™/*z sa avbildas strimlan pa 0 < Imz; < 1/\/5 Bildar vi sedan
29 = /221 sa far vi 0 < Imz; < w. Slutligen blir w = €** en allmin punkt i
halvplanet Imw > 0. Den stkta avbildningen blir alltsa

w = e(1+z)7rz-



