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1. KVOTGRUPPER OCH HOMOMORFIER

Om vi har en delgrupg/ av en grupg skulle det vara naturligt att bilda en kw6t H pa sam-
ma satt som vi gjort nar det galler att rakna med heltativlon. Vi skulle d& rakna med nagon
form av restklasser modulf, och de naturliga kandidaterna till restklasser ar sidsdérna,
gH,forg € G.

Definition 1.1. Om H ar en delgrupp i en grup@ later vi G/ H beteckna mangden av vanster-
sidoklasser
G/H ={gH|g € G}

Vi har redan sett att sidoklasserna ar disjunkta ellertidka och tva elementochg¢’ ligger i
samma sidoklass precis an'¢’ liggeri H.

For attG/H ska kunna fa en struktur av en grupp maste vi ha en grupptiperoch det
naturliga skulle vara att ta tva representanter i sidaidasa som ska multipliceras och anvanda
produkten av dessa element som definition av produkten aklsisserna, dvs

giHgH = g1g2H.

For att detta ska kunna fungera maste resultatet var@ebee av vilka representanter vi valjer.
Det visar sig att detta ar sant om vanstersidoklasseriikazmed hogersidoklasserna, dyF =
Hg, for allag € G, eftersom vi da far att

g HgH = g1(Hgo)H = g1(92H)H = g19:H - H = g1g2H.
Definition 1.2. OmgH = Hg for allag i G sager vi attd ar ennormaldelgrupp iG.

Vi kan se att detta ar det samma som att normalisatori/ tdr helaG, eftersomyH = Hg ar
samma sak somH g ! = H.

Sats 1.1.1 en abelsk grupg@r alla delgrupper normala.

Bevis. Eftersom gruppoperationeft, i en abelsk grupp ar kommutativ ar det klart@tt H =
H+g. 0

Sats 1.2.0mH ar en normal delgruppd bildar G/ H en grupp under operationen Hx*g, H =

(9192)H-
1
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Bevis. Vi har redan sett att operationen ar valdefinieradzr normal. Det aterstar att visa att
operationen uppfyller kraven for en gruppoperation. @penen ar associativ eftersom

(91 H * g2H) % gsH = (9192)93H = g1(9293)H = g1 H * (92 H * g H )
eftersom operationend ar associativ. Enheterd/H areH, eftersom
eH «xgH = gH = gH xeH,
forallagi G. Inversen tillgH ges avg~' H eftersom
gH g™ H = (997" )H = el = (g~ 'g)Hg™"H * gH.
0

Exempel 1.1.Vi kan beskriva alla andliga cykliska grupp@y, som kvoten aZ med delgruppen
nZ, som ar normal eftersod,, ar abelsk. Vi far

C, =7Z/nZ,
dar vi ser p& som en grupp under addition.
Sats 1.3.Karnan till en homomorfér ne normal delgrupp.

Bevis.Lat ® : G — H vara en homomorfi mellan tva grupper. For varje element; och
varje element, € ker ® har vi

O(ghg™") = 2(9)2(M)2(g7") = (g)eP(g9™") = (g9~ ") = P(e) =e.
Alltsa tillhor ghg~! karnan som darmed ar normal. O

Exempel 1.2.EtersonSl, (R) ar karnan i homomorfidet : Gl,,(R) — R arSl,(R) en normal
delgrupp och vi kan bilda kvote:l,,(R)/Sl,(R). Denna delgrupp ar isomorf meg* under
multiplikation.

Exempel 1.3.Den alternerande gruppeh, ar karnan till homomorfisgn : S,, — Z*. Kvoten
Sn/A, arisomorf medZ* = {£1}.
2. MER OM SIDOKLASSER

Vi har redan sett pa Lagranges sats tidigare. Om vi serl|g fér en delgrupp ar stabilsatorn
for ett element under gruppverkan kan vi fa ytterligaraatkning av antalet sidoklasser.

Sats 2.1.0m gruppenG verkar f en nangd X har vi att antalet sidoklasser till stabilsatorn
G, ges av antalet element i banaiy. Alltsa galler att

|G| - |G| = |G,
for alla elementc i X.

Bevis. Vi skulle vilja se pa antalet sidoklasser il = G Vi vet att tva elementy och¢’, ligger
i samma sidoklass om och endast gmg’ ligger i H, men det betyder att

gldr=2 <= Ja=guz.
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Alltsa far vi en bijektion mellan sidoklassernaii tif = G, och elementen i banan
Gz = {g.x|g € G},
vilket bevisar satsen. O

Exempel 2.1.0m vi ska rakna antalet elemertti, (IF,) — den generella linjara gruppen dver en
kropp medy element — far vi att

|GL(Fg)| = (¢" — 1)[GL(Fy)o|

for varje nollskild vektorv € I eftersom banan fov ar Fy \ {0}. A andra sidan far vi att
stabilisatorn for = (1,0,...,0)” ges av alla matriserGl,(F,) vars forsta kolonn a. Antalet
element ar saledeg—'|Gl,,_; (F,)| och med induktion far vi

IGL,(F)| = (¢" = 1)(¢" ' = 1) - (¢ — 1)g"" V72,

Exempel 2.2.Genom att se pa hur symmetrigrupperna for de platonskaplama verkar pa
mangden av sidor far vi antalet element for dodekaedam s

5-12=160

eftersom varje sida fixeras av fem rotationer och varje satadkickas till var och en av de tolv
sidorna. P4 samma satt fari 4 = 12 symmetrier av tetraederfi,- 6 = 24 symmetrier av
kuben,3 - 8 = 24 symmetrier av oktaedern oéh 20 = 60 symmetrier av ikosaedern.

Definition 2.1. Vi sager att en grupp’ verkartransitivtpa en mangd’ om det for varje element
i X kan ga pa varje annat element’i

Sats 2.2.0m H och K ar delgrupper iG galler att

|H]- K]

|[HN K|

Bevis. MangdenH K kan ses som en union av sidoklasserHAillDet galler nu bara att rakna hur
manga sidoklasser det ar. Vi ser attverkar transitivt pA mangden av sidoklasser som ligger i
H K genom multiplikation till vanster. Antalet sidoklass@rknu fas genorf¥ | /| H,| dar H,, ar
stabilisatorn for nagon sidoklass. Vi kan lika garntatjia stabilisatorn till sidoklasse = K.

Ett elementh i H fixerar K om och endast omK = K, dvs om och endast omligger i K.

Allsta ges stabilisatorn aif N K, och vi har attHd K bestar ayH|/|H N K| sidoklasser til| K|,
vilket bevisar satsen. O

Exempel 2.3.(Uppgift 3.1.22)

a) Visa attH N K ar en normal delgrupp orf och K ar normala.

b) Visa skarningen av en uppsattning normala delgruppgt; € I ar normal.
Det racker att se pa b) eftersom a) ar ett specialfall. &aglement. som ligger i skarningen
H = (\,c; H;. Det betyder ath ligger i H; for allai € I. Eftersom dessa delgrupper ar normala
galler att

HE| =

ghg™" € H;
forallagi G ochallai i I. Alltsa liggerghg=' i H som darmed ar normal.



