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1. KVOTGRUPPER OCH HOMOMORFIER

Om vi har en delgruppH av en gruppG skulle det vara naturligt att bilda en kvotG/H på sam-
ma sätt som vi gjort när det gäller att räkna med heltal modulon. Vi skulle då räkna med någon
form av restklasser moduloH, och de naturliga kandidaterna till restklasser är sidoklasserna,
gH, för g ∈ G.

Definition 1.1. Om H är en delgrupp i en gruppG låter viG/H beteckna mängden av vänster-
sidoklasser

G/H = {gH|g ∈ G}

Vi har redan sett att sidoklasserna är disjunkta eller identiska och två elementg ochg′ ligger i
samma sidoklass precis omg−1g′ ligger i H.

För attG/H ska kunna få en struktur av en grupp måste vi ha en gruppoperation och det
naturliga skulle vara att ta två representanter i sidoklasserna som ska multipliceras och använda
produkten av dessa element som definition av produkten av sidoklasserna, dvs

g1Hg2H = g1g2H.

För att detta ska kunna fungera måste resultatet vara oberoende av vilka representanter vi väljer.
Det visar sig att detta är sant om vänstersidoklasserna är lika med högersidoklasserna, dvsgH =
Hg, för allag ∈ G, eftersom vi då får att

g1Hg2H = g1(Hg2)H = g1(g2H)H = g1g2H · H = g1g2H.

Definition 1.2. OmgH = Hg för allag i G säger vi attH är ennormaldelgrupp iG.

Vi kan se att detta är det samma som att normalisatorn tillH är helaG, eftersomgH = Hg är
samma sak somgHg−1 = H.

Sats 1.1.I en abelsk grupp̈ar alla delgrupper normala.

Bevis.Eftersom gruppoperationen,+, i en abelsk grupp är kommutativ är det klart attg + H =
H + g. �

Sats 1.2.OmH är en normal delgrupp iG bildar G/H en grupp under operationeng1H∗g2H =
(g1g2)H.
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Bevis.Vi har redan sett att operationen är väldefinierad närH är normal. Det återstår att visa att
operationen uppfyller kraven för en gruppoperation. Operationen är associativ eftersom

(g1H ∗ g2H) ∗ g3H = (g1g2)g3H = g1(g2g3)H = g1H ∗ (g2H ∗ g2H)

eftersom operationen iG är associativ. Enheten iG/H är eH, eftersom

eH ∗ gH = gH = gH ∗ eH,

för allag i G. Inversen tillgH ges avg−1H eftersom

gH ∗ g−1H = (gg−1)H = eH = (g−1g)Hg−1H ∗ gH.

�

Exempel 1.1.Vi kan beskriva alla ändliga cykliska grupperCn som kvoten avZ med delgruppen
nZ, som är normal eftersomCn är abelsk. Vi får

Cn
∼

= Z/nZ,

där vi ser påZ som en grupp under addition.

Sats 1.3.Kärnan till en homomorfïar ne normal delgrupp.

Bevis.Låt Φ : G −→ H vara en homomorfi mellan två grupper. För varje elementg i G och
varje elementh ∈ ker Φ har vi

Φ(ghg−1) = Φ(g)Φ(h)Φ(g−1) = Φ(g)eΦ(g−1) = Φ(gg−1) = Φ(e) = e.

Alltså tillhör ghg−1 kärnan som därmed är normal. �

Exempel 1.2.EtersomSln(R) är kärnan i homomorfindet : Gln(R) −→ R ärSln(R) en normal
delgrupp och vi kan bilda kvotenGln(R)/Sln(R). Denna delgrupp är isomorf medR∗ under
multiplikation.

Exempel 1.3.Den alternerande gruppenAn är kärnan till homomorfinsgn : Sn −→ Z
∗. Kvoten

Sn/An är isomorf medZ∗ = {±1}.

2. MER OM SIDOKLASSER

Vi har redan sett på Lagranges sats tidigare. Om vi ser på fallet när en delgrupp är stabilsatorn
för ett element under gruppverkan kan vi få ytterligare entolkning av antalet sidoklasser.

Sats 2.1.Om gruppenG verkar p̊a en m̈angdX har vi att antalet sidoklasser till stabilsatorn
Gx ges av antalet element i bananGx. Alltså gäller att

|Gx| · |Gx| = |G|,

för alla elementx i X.

Bevis.Vi skulle vilja se på antalet sidoklasser tillH = Gx. Vi vet att två element,g ochg′, ligger
i samma sidoklass om och endast omg−1g′ ligger i H, men det betyder att

g−1g′.x = x ⇐⇒ g′.x = g.x.
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Alltså får vi en bijektion mellan sidoklasserna i tillH = Gx och elementen i banan

Gx = {g.x|g ∈ G},

vilket bevisar satsen. �

Exempel 2.1.Om vi ska räkna antalet element iGln(Fq) – den generella linjära gruppen över en
kropp medq element – får vi att

|Gln(Fq)| = (qn − 1)|Gln(Fq)v|

för varje nollskild vektorv ∈ F
n
q eftersom banan förv är F

n
q \ {0}. Å andra sidan får vi att

stabilisatorn förv = (1, 0, . . . , 0)T ges av alla matriser iGln(Fq) vars första kolonn ärv. Antalet
element är såledesqn−1|Gln−1(Fq)| och med induktion får vi

|Gln(Fq)| = (qn − 1)(qn−1 − 1) · · · (q − 1)qn(n−1)/2.

Exempel 2.2.Genom att se på hur symmetrigrupperna för de platonska kropparna verkar på
mängden av sidor får vi antalet element för dodekaedern som

5 · 12 = 60

eftersom varje sida fixeras av fem rotationer och varje sida kan skickas till var och en av de tolv
sidorna. På samma sätt får vi3 · 4 = 12 symmetrier av tetraedern,6 · 6 = 24 symmetrier av
kuben,3 · 8 = 24 symmetrier av oktaedern och3 · 20 = 60 symmetrier av ikosaedern.

Definition 2.1. Vi säger att en gruppG verkartransitivtpå en mängdX om det för varje element
i X kan gå på varje annat element iX.

Sats 2.2.OmH ochK är delgrupper iG gäller att

|HK| =
|H| · |K|

|H ∩ K|
.

Bevis.MängdenHK kan ses som en union av sidoklasser tillK. Det gäller nu bara att räkna hur
många sidoklasser det är. Vi ser attH verkar transitivt på mängden av sidoklasser som ligger i
HK genom multiplikation till vänster. Antalet sidoklasser kan nu fås genom|H|/|Hx| därHx är
stabilisatorn för någon sidoklass. Vi kan lika gärna titta på stabilisatorn till sidoklasseneK = K.
Ett elementh i H fixerarK om och endast omhK = K, dvs om och endast omh ligger i K.
Allstå ges stabilisatorn avH ∩K, och vi har attHK består av|H|/|H ∩K| sidoklasser till|K|,
vilket bevisar satsen. �

Exempel 2.3.(Uppgift 3.1.22)
a) Visa attH ∩ K är en normal delgrupp omH ochK är normala.
b) Visa skärningen av en uppsättning normala delgrupper{Hi}i ∈ I är normal.

Det räcker att se på b) eftersom a) är ett specialfall. Tagett elementh som ligger i skärningen
H =

⋂
i∈I Hi. Det betyder atth ligger i Hi för alla i ∈ I. Eftersom dessa delgrupper är normala

gäller att
ghg−1 ∈ Hi

för allag i G och allai i I. Alltså liggerghg−1 i H som därmed är normal.


