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1. EGENSKAPER HOS IDEAL

För en mängdA i en ring R kan vi bilda det minsta ideal(A) som innehållerA och vi kan
bilda

RAR = {r1a1s1 + · · ·+ rmamsm|ri, si ∈ R, ai ∈ A}

som är ett ideal som innehållerA. Precis som för delgrupper får vi att(A) = RAR. Vi kan göra
liknande för vänster- och högerideal.

Ett ideal som kan skrivas(a1, a2, . . . , am) kallasändligt genereratoch om det bara kräver en
generator är det ettprincipalideal.

Definition 1.1. Ett idealm ∈ R är ett maximalideal om det inte är inneållet i något annat äkta
ideal.

Med hjälp av Zorns lemma kan man visa att varje ideal är innehållet i ett maximalideal om det
finns en etta i ringen. Då är ett ideal äkta om och endast om det inte innehåller ettan.

Zorns lemma säger att en partiellt ordnad mängd där varjetotalordnad delmängd har en övre
gräns har ett maximalt element. Vi använder Zorns lemma p˚a mängden av äkta ideal som in-
nehåller det givna idealet och visar att varje kedja av ideal i denna mängd har en övre gräns som
ges av unionen av idealen.

Definition 1.2. Ett äkta idealP i en kommutativ ringR är ettprimidealom

ab ∈ P ⇐⇒ a ∈ P eller b ∈ P.

Sats 1.1.I en kommutativ ringR är I ett primideal om och endast omR/P är ett integritet-
somr̊ade.

Bevis.Vi ser att(a+I)(b+I) = I är detsamma som attab ∈ I, och därmed är(a+I)(b+I) = 0
i R/I detsamma som attab ∈ I. �

Sats 1.2.I en kommutativ ringR med ettäar I ett maximalideal om och endast omR/I är en
kropp.

Bevis.Om a ∈ R inte är inverterbar moduloI så kan vi bilda(a) + I som är ett äkta ideal som
innehållerI. Om I är maximalt måste varjea /∈ I vara inverterbart moduloI eftersom(a) + I
inte kan vara äkta. �
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2. FRAKTIONSRINGAR

Om R är en kommutativ ring ochD är en icke-tom delmängd av icke-nolldelarna iR som
inte innehåller0 och är sluten under multiplikation kan vi bilda en fraktionsringD−1R som har
följande egenskaper:

• D−1R är en kommutativ ring med etta.
• Det finns en injektiv homomorfiR −→ D−1R och varje element iD avbildas på ett

inverterbart element iD−1R.
• D−1R är minimal i den meningen att det för varje annan ringS med ovanstående två ege-

neskaper finns en injektiv homomorfiD−1R −→ S genom vilkenR −→ S faktoriserar.
Vi kan konstrueraD−1R som mängden av ekvivalensklasser avR × D under ekvivalensrela-

tionen
[a, c] ∼ [b, d] ⇐⇒ ad = bc

och vi definierar addition och multiplikation genom

[a, c] + [b, d] = [ad + bc, cd] och [a, c] · [b, d] = [ab, cd].

Vi behöver konstatera att dessa operationer är väldefinerade, dvs att

(a, c) ∼ (a′, c′), (b, d) ∼ (b′, d′) =⇒ (ad + bc, cd) ∼ (a′d′ + b′c, c′d′), (ab, cd) ∼ (a′b′, c′d′)

Detta kan vi se genom att

(a′d′ + b′c′)cd − (ad + bc)c′d′ = (a′c − ac′)dd′ + (b′d − bd′)cc′ = 0

och
abc′d′ − a′b′cd = (ac′ − a′c)bd′ + (bd′ − b′d)a′c = 0.

Vidare behöver vi se att operationerna uppfyller ringaxiomen, att multiplikationen är kommutativ
och att det finns en etta. Allt detta följer från egenskaperna hos operationerna påR.

Den injektiva homomorfinR −→ D−1R ges ava 7→ [ab, b] för någotb i D och ettan ges av
[b, b] för b ∈ D.

Om vi nu har en annan ringS med de två översta egenskaperna kan vi få en injektiv homomorfi

D−1R −→ D−1S
∼

= S


