KTH-matematik

Tentamensskrivning, 2007-12-21, kl. 08.00-13.00.

SF1602 Diffint (envariabel), for F.

Hjalpmedel: BETA, Mathematics Handbook.

For att tillgodordkna sig resultat fran denna del kriavs krivs minst 5 av 6 moduler godkéanda fran
Del 1. For betyg A krivs 28 poidng, for betyg B krivs 20 podng, och for betyg C krivs 12 poéng.
Losningarna skall motiveras vl!

TENTAMENSSKRIVNING: DEL 2. LOSNINGSFORSLAG

11. Vi betraktar funktionen

Rita grafen till funktionen, med indikation om var funktionen véxer och var den avtar,
eventuella asymptoter, och konvexitet-konkavitet samt eventuella inflexionspunkter. (5)

Funktionen har x = 0 som vertikal asymptot, eftersom vi delar med = och e ® = 1.
Dessutom har vi
—XT

lim f(z) = lim ¢ =0,

r——+0o0 rx—4oc0 I

vilket gor y = 0 till horisontell asymptot. Nagra fler asymptoter finns ej, eftersom
exponentialfunktionen e~ vixer for snabbt da x — —oo.

Vi deriverar:

R s o
fi(z)=— = e ", x # 0.
Detta ger att f/(z) > 0om z < —1, och f'(z) < 0 om z > —1 och z # 0. Funktionen &r
alltsa stringt vixande pa intervallet | — oo, —1], och stridngt avtagande pa intervallen

[—1,0[ och ]0, +o00[. Vi deriverar nu en gang till:

2 42242
——e¢

—x
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1@ =

Eftersom 22 +2z+2 = (z+1)2+1 > 1 ser vi att f”(x) < 0 pa intervallet ] — oo, 0] samt
att f”(x) > 0 pa intervallet ]0, +oo[. Déarfor &r f(x) stringt konkav pa | — oo, 0], och
stringt konvex pa ]0, +oo[. Inflexionspunkter saknas. P g a tekniska problem avstar vi
fran att rita upp grafen.

12. Betrakta den generaliserade integralen

o0 arctan
arctant ..
0 e

dér « &r en reell parameter. Avgor for vilka a som integralen konvergerar. (5)

V.g. vind!



13.

14.

Vi delar upp integrationen i tva delar:

T arctan L arctan x T arctan x
- dx = - dx + — dx.
0 e 0 x 1 x

Eftersom 7 arctanz < 7 pa [1, 400, kan vi gora jamforelsen

7 [T dx T arctan z 7 [T dx
z =< e =,
4 1 xr 1 T 2 1 T«

Integranden &r positiv, och jamforelsekriterier kan anvindas. Vi vet att integralen

oo dy

konvergerar precis da o > 1. Avseende integralen pa |0, 1], kan vi séiga att

T
§§arctamac§ac7 0<z <1,
sa att 1 1 1
1 x arctan x x
2 0 x* 0 xe 0 e
Integralen

1
1
/ i dx
0 THT

konvergerar precis da o < 2. Detta innebér att var integral konvergerar om och endast
om 1l <a<2.

Betrakta summan

1 1 1 1 1
I, =~ + + + s .
n n+l n+2 n+4+3 n+n
Beridkna gransvérdet av I, da n — +oo. (5)
Vi skriver .
1 1
I, =~ -
n =0 1 + n

Detta gor att I,, blir en Riemannsumma (ev kan man ta bort férsta termen for att fa

det sa) for integralen
Uoda 1 1 |
/0 1+ [ n(l+2) 0 "

Vi far saledes I,, — In2 da n — +oo.

Berédkna integralen

1
/ arctan\/z dx.
0




Vi gor variabelbytet ¢t = v/x, dx = 2tdt, och far

1 1
/ arctan v/z dx = 2 / tarctant dt.
0 0

Daérefter foljer partiell integration:

! 1 Loy T ! 1
2/ tarctantdt = [tQarctant} —/ 7dt:f—/ 1———=)dt
0 0 Jo 1+1t2 4 0 1+¢2

Nu blir integrationen l&tt:

! T L7
/ arctany/zdr = — — 1+ [arctant} =_——1.
0 4 o 2

15. Los differentialekvationen
y//+y:$2+xem

fullsténdigt.

Vi l6ser forst det homogena problemet
y'+y=0.

Motvarande karakteristiska ekvation blir

med rotter
r = *4i.

Den allménna homogena 16sningen kan skrivas
yh =B1e" + Bye " = (Cicosz + Cosinz.

Nu behover vi bara en partikulérlosning y,. Vi kollar att

1
yp:x2—2+§(x—1)e’”

funkar. Vi far den allménna l6sningen

1
y:yp+yh:x2_2+§(17—1)6x+01COS$+CQSiHZE.

16. En viss kemikalie 16ses upp i vatten med en hastighet som &r proportionell mot pro-
dukten av den oupplosta méngden och differensen mellan koncentrationen i en méattad
16sning och den aktuella koncentrationen. Man vet att i 100 ml méttad 16sning &r 50
g av kemikalien 16st. Om 30 g av kemikalien rérs ned i 100 ml rent vatten sa 16ses 10
g pa 2 timmar. Hur mycket har 16sts upp efter 5 timmar?

V.g. vind!



Lat x beteckna mingden 15st kemikalie, i gram. Koncentrationen blir da 2/100, och
méttad koncentration blir 50/100. Vi stéller upp ekvationen

dz
i k(30 — 2)(50 — ),

dér tiden ¢t méts i timmar. Enligt variabelseparationsmetoden far vi

/m—ﬁ%:/’“dt’

50 — x
n
30 —x

med l6sning

1

= kit + C,
dér ky ar relaterad till k. Eftersom z(0) = 0 har vi

50 5
C n30 n37

och eftersom z(2) = 10 blir

50 — 10

In
30—-10

:1n2:2k1+C:2k1+lng,

dvs

In

k1=

N |
(S Nep)

Losningen har alltsa formen

50 — x t. 6 5
n =—In-+1n-.
30—z 2 5 3

Vid ¢t = 5 blir darfor
50—xz(5) 5. 6 5

In o 20 2 2 g 2,
"30_23) 25" "3

Detta betyder att
50 —x(5) _ 5692
30 —2(5) 3 55/2°

Lite ekvationslosning ger nu att

65/2 _ 55/2

2(5) =150 o r—arers

~ 18¢g.

17. Bestdm virdet pa den reella parametern (3, sa att granvirdet

. sin(Bz3) — B3 + 2°
lim
z—0 1‘15

existerar. Bestdm sedan dven grinsvérdet.




Enligt Maclaurins formel har vi

VAR
sint =1t — — 4+ — +t'B(t
o 6 120 HBW:
dér B(t) dr en begrinsad funktion. Om vi stoppar in t = 323 far vi
3.9 5,.15
sin(Bz3) = fz® — o + fz + 37221 B(B?).
6 120
Darfor ar
3 5,.15
sin(fz?) — g2 + 2% = (1 — 5 20+ Faz> + 3722 B(Bz?),
6 120
och vi ser att
/8 — 61/3
for att gransvirdet ska existera. Vi far da
sin(Bz3) — Bz3 + 2° B 3° E B 6°/3

15 120

da x — 0.

— 4+ ﬁ7xﬁB(ﬁx3) —

120 120



