KTH-matematik

Tentamensskrivning, 2008-12-20, kl. 08.00-13.00.
SF1602 Diffint (envariabel), for F.

Hjalpmedel: BETA, Mathematics Handbook.

For att tillgodordkna sig resultat fran denna del kravs kravs minst 5 av 6 moduler godkénda fran
Del 1. For betyg A krivs 28 poéng, for betyg B krivs 20 podng, och for betyg C krivs 12 poéng.
Losningarna skall motiveras vl!

TENTAMENSSKRIVNING: DEL 2

11. Ett kérl innehaller en blandning av niringslosning och bakterier. Néring tillfors i kon-
stant takt. Om y(t) betecknar koncentrationen av bakterier, métt i gram per liter, s&
styrs utvecklingen av ekvationen

y0) = 5906 — y().

Tiden ¢ méts i minuter. Vid begynnelsetiden ¢ = 0 har vi en bakteriekoncentration
av 1 gram per liter. Vilken blir koncentationen efter 10 minuter? Uppnas nagonsin
koncentrationen 4.9 gram per liter? (5)

Ekvationen &r separabel, och vi skriver den péa formen

dy _dt
y5-y) 6
Losningen blir pa formen
5C e(5/6)t

RSN ePOL
Om vi anviinder att y(0) = 1 ser vi att C' = 1/4. Detta gor att vi kan skriva 13sningen
pa formen

B 5

C 144eG/6)T

Stoppar vi in ¢t = 10 far vi den sokta koncentrationen. Vi ser ocksa att koncentrationen
gar mot 5 allteftersom tiden fortskrider. Av den anledningen maste viardet 4.9 uppnas
vid nagot tillfille.

Y

12. Visa att

X 9 2
In3 < <Z i3
n _kZ:QkQ_l_3+n

Summan &r teleskoperande (en massa termer tar ut varandra) och vi finner att
k2—-1 2
k=2

Olikheterna ar en omedelbar konsekvens hirav. Alternativt kan man anvinda att funk-
tionen f(x) = 2/(x? — 1) #r avtagande, och de integraluppskattningar som kan fas for

V.g. vind!



13.

14.

15.

summor av typen

Fran en ort Alvestad gar en motorvéig norrut till en ort Benhammar beldgen 40 km fran
Alvestad. En sovstad Vesjon vixer upp 4 km rakt dster om motorviigen, mer precist
rakt Osterut fran en punkt pamotorviigen beldgen 24 km norr om Alvestad och 16
km soder om Benhammar. En trafikundersokning visar att invanarna i Vesjon besoker
Alvestad dubbelt sa ofta som Benhammar. Hur ska en anslutningsvég fran Vesjon till
motorvagen byggas for att invanarnas totala bensinforbrukning vid fard till Alvestad
och Benhammar ska bli sa liten som mgjligt.

Lat P vara den sokta forgreningspunkten lings med motorvigen fra Alvestad till Ben-
hammar. Lat sedan x vara avstandet fran punkten som ligger 24 km norr om Alvestad
till punkten P (i riktning mot Alvestad). Vi finner att uttrycket

2(24 — 2+ V16 +22?) + 16 + = + V16 + 22

skall minimeras. Ett studium av derivatan ger vid handen att minimum intréaffar for
x = /2. Forgreningspunkten P skall alltsa forliggas 24 — /2 km norr om Alvestad.

En mycket stor tank fylls pa med viitska i en takt av arctan v/ liter per minut, dér tiden
t mats i minuter. Fran borjan dr tanken helt tom. Hur manga liter vétska innehaller
tanken efter 7' minuter?

Antalet liter vitska ges av

T
/ arctan v/t dt.
0

Lite partiell integration och variabelsubstitution ger svaret

T
/ arctan vVt dt = (T + 1) arctan VT — V/T.
0

Los foljande differentialekvation fullstandigt:

y"+y’+y=x3.




16.

17.

Den homogena ekvationen har karakteristisk ekvation

rP4+r+1=0,
med rotter /3
1 3
= ——+i—.
Ty E

Det ger den homogena losningen

Yp = e_w/2<Acos@ +Bsin@),

dér A, B ar konstanter. En partikuléarlosning dr polynomiell, och ges av
yp:x3—3x2—|—6,
sa att den allménna losningen ges av

3 3
y:yp+yh:.TB—3$2+6+€_m/2(ACOS%+BSin%).

Bestam ekvationer for tangent och normal till kurvan 2% + y* = 17 i punkten (1, —2).

Implicit derivering ger
22 dx + 4y> dy = 0.

Vi stoppar sedan in x = 1,y = —2 och far

2dx —32dy = 0.
Derivatan i punkten blir alltsa

dy 2 _ 1

de 32 16

Motsvarande normal har lutningen —16. Vi far ekvationen
(x—1)—16(y+2)=0

for tangenten, och ekvationen
16(z—1)+(y+2)=0

for normalen.

Bestdm en kontinuerlig funktion f pa hela reella linjen sa att
f(x)=n, n<z<n+l,

for alla heltal n. Dessutom skall f(0) = 0 gilla. Ar funktionen entydigt bestimd?

(5)

V.g. vind!



Vi ser att pa varje intervall |n,n — 1] sd maste vi ha att
f@) =nx+ C,, da n<zx<n+l,

ddr C, &r en konstant som beror av heltalet n. Speciellt géller f(0) = 0, och kontinui-
teten kréaver alltsa att Cy = 0. Kontinuitet i heltalspunkterna x = n + 1 ger att

nn+1)+Cr=mn+1)(n+1)+ Cpii.

Alla konstanterna C,, kan nu bestdmmas. Detta innebér att funktionen &r entydigt
bestdmd. Vi avstar hér fran att beskriva grafen.



