KTH, Matematik

Loésningar till tentamen i Linjir algebra, SF1604, for F1 och D1, den 17 december,
2008.

Del 1

(totalt 15 poéng, inklusive bonuspoéng)
1. (a) (1 p.) Visa att miingden B = {(2,0,1), (1,2,4),(1,1,0)} ér en bas av R?.

Losning: Mingden B dr en bas av R? om och endast om
2 01
det| 1 2 4 | #0.
1 10

Vi utveckla ovanstaende determinant i forsta rad, och ser att den &r lika med

2 4 1 2
2-(1 0)+1-(1 1):—8—1:—9.

(b) (2 p.) Skriv vektorn (1,0,0) som linjir kombination av vektorena av B.
Losning: Vi letar efter x1, zo, x3 saatt

$1(270a 1) + 1'2(1,2,4) +$3(1, 1a0) = (17070)

Vi maste darfor 16sa det linjira ekvationssystem

201+ a9+ x3 = 1
2£L'2+ I3 = 0
xr1+ 4.’E2 = 0.
Genom Gauss elimination, far vi
2 1 1] 1 2 1 1 1 2 1 1 1
0 2 110 — 0 2 1 0 — 0 2 1
1 4 010 0O 7 —-1] —1 0 0 —-9/2| -1
Det foljer att x5 = 2/9, o = —23/2 = —1/9 och x; = (1 — 23 —x2)/2 = (1 —2/9 +
1/9)/2 = 4/9.
2. (a) (1 p.) Varfor dr matrisen
1 2 3
A= 0 -1 2
0 0 -2
inverterbar?
Losning: Diarfor att
1 2 3
det(A)=det| 0 -1 2 | =1-(-1)-(-2)=2#0.
0 0 -2



(b) (2 p.) Beriikna inversen till A.

Lo6sning:
2 0 0\
adj(A)=1 4 -2 0 ,
7T -2 -1
och dérmed é&r
1 1 2 7/2
Al = adj(d)=1 0 -1 -1

3. (3 p.) Lat W C R3 vara delrummet
W = {t(3,-2,1) | t € R}.
Hitta en bas for det ortogonala komplementet W+ relativt inre produkten
((z1,22,23), (y1,92,y3)) = L1371 + 222y2 + 33Ys3.
Losning: Komplementet W+ dr delrummet
wt = {(z1,22,23) | {(3,—=2,1), (21, 22, 23)) = 0} = {(21, 22, 23) | 321 — 422 + 323 = 0},

och méngden
{(-1,0,1),(0,3,4)}

bildar en bas av W+ damingden bestar av tva linjira oberoende vektorer och dim(W+) =

3 —dim(W) = 2.
-4 3
a=(3h)

(a) (1 p.) Berdkna egenvirdena av A.
Losning: Vi loser den karaktéristiska ekvationen

4. Lat A vara 2 x 2 matrisen

A+4 -3

Ozdet()\IQ—A):det( 5 N4

) = (M)A -4)+15 = -1 = (A-1)(A\+1),

och far att egenvéirdena av A dr 1 och —1.

(b) (1 p.) Beriikna egenrum av A.
Losning: Egenrum F; motsvarande egenvérde 1 &dr 16sningsrummet till

m-aw= (3 5 )(n)=(5)
(1))

Egenrum E_; motsvarande egenvirde —1 dr 16sningsrummet till

e (32 (2)-(0)
sisml (1))

sa att

sa att



(c) (1 p.) Beriikna AL,
Losning: Vi borjar med att diagonalisera A. Lat

ar

och darfor ar

101
101 _ 1 0 -1 _ 1 O -1 _ _ 74 3
A _P(O 1 P~ =P 0 1 P =A= 5 4 )

5. Lat v = (1,1,0), vo = (1,0,1) och v3 = (0,1,1). Lat f : R* — R? vara linjiira avbildningen
definierad genom

f(v1) = v3, f(v2) =01, f(v3) = va.

(a) (1 p.) Hitta matrisframstéllningen av f relativt basen {vi,vo,v3}.
Losning;:

0
0
1

o O =
o = O

(b) (2 p.) Hitta matrisframstéillningen av f relativt standardbasen.
Lo6sning: Basbytematris fran basen {vy,ve,v3} till standardbasen ér

01 0 110 010 /2 1/2 —1/2
Pl OO 1 |P! = 101 00 1 /2 —1/2  1/2
100 01 1 100 -1/2  1/2  1/2

00 1

= 100

010

DEL 2

(totalt 15 poéng, inklusive bonuspoéng)

1. Finns det nagra virden a, b, ¢, d, e € R sadana att foljande matris dr ortogonal?

10
0 d
0 1

o o

Losning: En matris dr ortogonal om och endast om kolonvektorerna utgor en ON bas.

Vektorerna &r parvis ortogonala om och endast om:

a=0,b=0,cd+e=0.



Vektorerna dr normerade om och endast om
Atal+e2=10+d*=1.
Man ser att det finns bara tva mojligheter:

(a,b,¢,d,e) =(0,0,1,0,0) och (a,b,c,d,e) = (0,0,—1,0,0).

2. (3 p.) Betrakta planet 7 : 4z + ky + 22 = 51 R?. For vilka virden pa parametern k #r linjen

r = 2t+3
=Xy = —-t—1
z = 4+t

vinkelrdt (ortogonal) mot 77

Losning: Linjen &r vinkelrdt (ortogonal) mot m om den &r parallel med (4, k,2), normal-
vektorn till 7.

Inriktningsvektorn till linjen &dr ¢ = (2, —1,1), och (4, k, 2) &r parallel till (2, —1,1) bara om
det finns ett ¢ € R sadant att (2, —1,1) = ¢(4, k, 2). Det foljer att t = 2 och k = —2.

3. (3 p.) Betrakta foljande delméngd av M 2(R):
W ={A € My5(R) sadan att A+ AT =0} C Ma(R).

(a) Visa att W &r ett delrum till Ms 2(R).
(b) Bestdm dim(W).

Loésning:
(a) Lat A, B €W,
(A+B)+(A+B)T=A4+B+ AT + BT =(A+ AT+ (B+BT)=0+0=0

som visar att A+ B € W.
Om A € W och A € R da giller att:

M)+ AADT =XA+AT)=X-0=0

som visar att A € W.
(b) Bestdm dim(W).

a b

OmA:( )era:dzo,b:—c
c d

Detta séiger att for varje matris A € W det finns ¢t € R sadant att:

0 1 0 1
A:t(_l O)d.v.bS:Span(< 1 0))

och déarfor dr dim(W) = 1.
4. (3 p.) Betrakta C (komplexa tal) som ett tva dimensionallt reellt vektorrum.

(a) Visa att funktionen F : C — C, F(z) = (1 +4)Z #r en linjdr avbildning.
(b) Bestdm dim(Ker(F)) och rang(F') (= rank(F)).

Losning:



(a) Lat z = a+if € C, z = (o, 8), med avseende till basen [1, 7]. Funktionen F kan skrivas
som F(a, ) = (a+ B,a+ ) eller

ren=(3 ()

som visar att avbildningen &r linjér.
(b)
rang(F) = rang( } _11 ) =2.

Eftersom dr 2 = dim(C) = rang(F) + dim(Ker(F)) dr dim(Ker(F)) = 0, d.v.s avbild-
ningen Ar en isomorfi.

5. (3 p.) Betrakta polynomet Q(w,y,z) = x? + 3y® + 22 + 2xy + 622 + 2yz. Observera att
polynomet kan skrivas pa matris form som foljande:

3 T
1 y
1 z

— o =

1
Q(maywz):(x Yy Z) 1
3

Bestdm basbytet fran standardbasen till en ortonormal bas B, sadan att
Q(x1, 2, 13) = 227 — 222 + 52

dér (x1,x9,x3) dr koordinaterna med avseende pa basen B.
Losning: Lat

1 1 3

A=11 3 1

311

A dr symmetrisk och darfor den &r ortogonalt diagonalizerbar.

Egenvérderna till A:
pa(A) = =3 +5A2 + 4\ — 20 = 0 ger:

A=2-2,5.
For att hitta 16sningarna kan man dela pa(\) med (A —2), pa(A) = (A —2)(A\2 =3\ —10) =
A=2)(A+2)(A—5).
Egenvektorer: Man beréknar foljande egenrum:

Ey = Span((1,-2,1)), E_5 = Span(1,0,—1), E5 = Span(1,1,1).

Detta betyder att med avseende till den ON basen av egenvektorer B = (—=(1,-2,1)), %(1, 0,-1), %(1, 1,1))

S

sa Ar
Q(x1, w2, v3) = 202 — 223 + ba’

Basbytematris fran B till standardbasen &r:

0=

S-S-s-

SENENS
Sl osk

Och Basbytematris fran standardbasen till B &r O



DEL 3

1. (5 p.) Lat F : R® — R™ vara en linjéir avbildning sadan att F # idgr~ och sadan att
F o F = F. Visa att:

(a) F inte kan vara en isomorfi.
(b) Egenvérdena till F kan bara vara lika med 0 eller 1.

Losning:
(a) Om F vara en isomorfi sa skulle F' vara inverterbar, som innebér att:
F=F'oFoF=F'oF =idg~.

Eftersom vi antar att F' # idgr~ sa kan F inte vara inverterbar.

—

(b) Lat A vara ett egenvérde till F, d.v.s F((v)) = AU for nagon vektor ¥ # 0.(Vi vet att
A =0 &r ett egenvirde eftersom det([F]) = 0) Det foljer att:

F o F(¥) = F(\0) = AF(7) = \*7
och F o F(¥) = F(¥) = A\0. Fran A\ = A\27 sa ser man att A\(A — 1) = 0.

2. (5 p.) Lat A vara ett godtyckligt reellt tal. Betrakta matriserna

A 1 0 0
v A1 0 0 A 1
A2:<1 )\)7143: 0 A1 ’ 7An: A 0
11 A .
0 0 -1
1 1 A

Berikna, genom induktion, determinanten av matrisen A,,.
Losning: Pastaende:

det(A,) = A" = A" 2 4 X"F p L (D) A+ (— )T
Bevis genom induktion:
e Basfall: n=2:
det(Ay) = det ( i i ) =\ 1.

e Induktionssteg: Antag att pastaende &r sann fér n — 1. Vi har

det(A,) = Mdet(A, 1)+ (=1)"*
_ )\()\nfl o >\n73 + >\n74 o+ (_1)n71)\_’_ (_1)n) 4 (_1)n+1
= A=A NS (D) A+ (D)

som visar att pastdendet ar sann for n.



