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Steiners problem, Inlamningsuppgift nr 2 i
Matematik II, SF1613, vt 2009.

Inldmnas senast tisdagen den 28 april.

Uppgiften 16ses i fem steg, a) - €), ddr matematikprogrammet Maple &r det viktigaste
hjilpmedIet.

Minimeringsproblem.

Vi antar att 3 stider ligger i punkterna A, B resp. C som inte alla ligger pa samma rita
linje. Man vill forena de tre stiderna med tre ritlinjiga vigar som alla méts 1 en punkt

M.
C
M
A B
Problemet &dr nu att vélja M sa att den sammanlagda lingden av de tre vigarna
minimeras.

Detta problem kallas ocksa Steiners problem.

a) Lagg punkterna A, B och C i punkterna (-a,0) , (a,0) resp. (b,c).

(a,b,c dr dina personliga parametrar som definieras nedan).

Punkten M som soks far lampligen koordinaterna (x,y).

Bilda funktionen f(x,y) som anger den totala vidglingden som funktion av x och y.
Bestdam m.hj.a. Maple den kritiska punkt som uppfyller fX = fy =0.

b) Du skall nu verifiera att den erhallna kritiska punkten representerar ett lokalt
minimum.
Gor detta genom att lata Maple bestimma virdet av fXX, fxy och fyy i den kritiska

punkten.
Punktens karaktir bestdims som bekant av den kvadratiska form som ingar i f:s
Taylorutveckling omkring den kritiska punkten. Vdrdena av f__, ny och fyy ingar som

koefficienter i den symmetriska matris som definierar denna kvadratiska form.
Definiera denna matris i Maple och bestdm matrisens egenvérden.

Verifiera att bada egenvirdena dr positiva.

Detta ir i sa fall ett bevis for att punkten M dr en lokal minimipunkt f6r funktionen
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f(x.y).

¢) For att kunna visa att den erhéllna punkten &r ett globalt minimum maste vi jamfora
funktionsvérdet i den kritiska punkten M med funktionsvirdena i eventuella singulidra
punkter. Det visar sig att de tre punkterna A, B och C ir singulédra punkter for
funktionen f eftersom f inte dr deriverbar dér. (Observera rotuttrycken som hamnar i
ndmnaren efter en derivering av f(x,y).) Lat alltsa Maple bestimma funktionsvérdena
i dessa punkter och verifiera att virdet i M dr minst (vilket det kommer att vara med
de parametervirden du har. Det finns dock trianglar dir M sammanfaller med nagon
av hornpunkterna). Diarmed &r det bevisat att punkten M ocksa dr en global
minimipunkt for f. Randpunkter finns nimligen inte i detta problem och man ser litt
att f(x,y) gar mot oo da avstandet fran (x,y) till origo vixer obegrinsat.

d) Det visar sig att den sokta punkten M ligger sa att vektorerna MA, MB och MC
alltid bildar samma vinklar med varandra.

Undersok detta i fallet med din givna triangel genom att definiera dessa vektorer i
Maple. Normera dérefter vektorerna och bestdm skaldarprodukterna av de tre
vektorerna parvis (3 st produkter). Virdena av dessa produkter avslojar nu vinklarna.

e) Uppgiften avslutas med en enkel plottningsuppgift dér triangeln ABC ritas upp i ett
koordinatsystem tillsammans med vigarna AM, BM och CM.

Gor dessutom en tredimensionell plott av din funktion f(x,y). Forsok upptécka de tre
singuldra triangelpunkterna A,B och C dér grafytan bildar svaga horn.

Parametervirden
Plocka ut ur ditt personnummer de fyra sista siffrorna som vi kallar m,n,p resp. q.

Parametrarna i deluppgift 1 definieras av:

a=8+q+(-)™
b=p+2(-H™™"
c=9+n+(2p+q)/2

Maple-kommentarer i anslutning till uppgiften

Denna uppgift kriver i stort sett inga andra kommandon @n de som listats i Maple-
handledningen:

Kort handledning.
De kommandon som omniamns men inte visas hir nedan finns i denna lista.
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a) 'Kvadratroten ur x2 + 2' skrivs sqre(xA2 + 2);
Forsta- och andra derivatorna beriknas med diff-kommandot.
Losningen av systemet fX =0, fy = 0 gors med solve-kommandot .

Skriver man svar:=solve({fx fy},{x,y}); far man I6sningen i vektorn svar vars
komponenter utgors av ekvationer av typ x=..., y=... . Var uppmérksam pa om
ekvationen 'x=..." stdr som forsta eller andra komponent i vektorn. Detta kan nimligen
vixla i olika exekveringar. Om svarvektorn har y=... som forsta komponent far man
virdet v for detta y genom:

v:=evalf(rhs(svar[1]));

Har stér svar[1] for svar-vektorns forsta komponent som ju dr en ekvation y=....
rhs(svar[1]) star for denna ekvations hogerled (right hand side), dvs det sokta
y-vérdet.

evalf(rhs(svar[1])) ger slutligen det numeriska virdet v.

Svarvektorn kan ocksé innehalla uttryck av typ 'RootOf' som man hér dock inte
behover bry sig om.

b) Maple kommer att ge en l6sningspunkt (u,v) for systemet.

Inséttning av (u,v) 1 de tre andra ordningens derivator sker exempelvis med
eval-kommandot.

Man kan anvinda kommandot fsolve i stillet for solve. Da far man direkt numeriska
virden och man behover alltsd inte anvinda evalf.

For att definiera matrisen och bestimma egenvirdena behdver man ladda ner linalg-
paketet:

with(linalg);

[ Anm: I Maple9 finns ett nytt linjdralgebrapaket som laddas ner med
with(LinearAlgebra): . Detta paket behovs dock inte i denna uppgift.]

Den sokta matrisen definieras av :

Ma:=matrix(2,2,[A,B,.B,C));

(A,B och C antas redan ha fatt numeriska viarden genom eval(fxx,...) osv. )
Egenvirdena fas nu helt enkelt genom: Egenvarden:= eigenvalues(Ma);

¢) Inga problem, eval- och evalfkommandona ricker.

d) Definiera de 2-dimensionella vektorerna pa foljande sitt:
Av:=vector([-a,0]); (A:s koordinater osv.)

Myv:=vector(|u,v]); (M:s koordinater)

De normerade skillnadsvektorerna kan nu skrivas: MA:=normalize(Av-Mv); osv.
Skalédrprodukterna fas genom

sk1:=dotprod(MA ,MB); osv.

e) Vid plottning maste forst plottningspaketet laddas in:
with(plots):

Plottning av linjestycken sker genom plotkommandon av typ:

plot(listl);

dar listl dr en fordefinierad lista av typ: listl:=[ [u,v].[-a.0].[b.c].[u.v].,[a,0].[b.c] ]
(Behover du fler listor kan du skriva: plot({listl list2}); )
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Hir har de 6 punkterna M,A,C,M ,B,C listats sa att alla vdgar och alla triangelsidor
utom basen AB kommer att ritas upp.

Kom ihag att man kan klicka pa plotten varvid en ram framtrader. Genom att dra i
ramen kan man modifiera koordinatsystemets skalor i x- och y-led.

Om man vill se det vinkelfenomen som studerats i d) bor man se till att dessa skalor
ar sa lika som mojligt.

Tredimensionella plottar framstélls med kommandot

plot3d(f, x=al..a2,y=bl..b2);

dir f dr den funktion av x och y som skall plottas.

Virdena pa al, a2, bl, b2 anger plottintervallen i x-led resp. y-led.

Lat dina intervall ticka 6ver triangeln ABC med c:a 3 ldngdenheter at bagge hall.
Anvind hdr mojligheten att vinda och vrida pa plotten sa att du ser de tre singulédra
punkterna.
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