KTH Matematik

SF 1625 Envariabelanalys for M1
Kontrollskrivning 2A
onsdagen den 5 november 2008 klo 13.15

Inga hjalpmedel ar tillatna. Forklara allt Du goér. Svaren maste motiveras.

1. Skissa hela grafen till funktionen /2 — x2. Avgor speciellt om (och i sa fall
var) funktionen har nagra lokala maxima eller lokala minima.

2. Finn den allméanna losningen till differentialekvationen

y' 4+ 2y" +2y =5sint, y=y(t).

3. Definiera standard-inversen till tangens-funktionen samt berdkna derivatan till
denna invers.

2
SVAR: 1. Lat f(z) =z +/2—22. Da ér derivatan f'(z) = —— (1 —2?) noll
V2 — 2

precis da x = +1 , vilket ger lagena for funktionens max och min. Funktionen &r
bara definierad d&a z2 < 2, och den har tre nollstillen pa detta intervall: = = +v/2,
samt z = 0. Grafen ser ut som ett liggande S.

2. Den karakteristiska ekvationen 72 4 2r + 2 = 0 har lésningarna r = —1 44,
vilket ger den homogena l6sningen y, = C; e~ 4 Cye(—1 —i)t) = (A cost +
Bsint)e™t, dar C1,Cs, A och B ar godtyckliga konstanter. For att fa en par-
tikularlosning ansatter man y = E cost + F sint, dar konstanterna E och F' inte
ar godtyckliga, utan maste bestammas. Insdttning i ekvationen ger £ = —2 och
F =1, varav y, =sint — 2cost, och den allménna l6sningen y(t) = yn(t) + yp(t) -

3. Standard-inversen till funtionen y = tanz heter arcus-tangens och skrivs
x = arctany. Den ar definierad for alla reella y och antager alla x— varden med
—m/2 < x < m/2. Dess derivata berdknas medelst informationen att

d 1 2 in? in?

_y: :cos T + sin x:1+81nx:1+tan2x:1+y2 1l
dr  cos?zx cos? x cos? ¢

dr d arcta L L

— = — arctany = = .

dy dy Y dy/dz 1+ y?



KTH Matematik

SF 1625 Envariabelanalys for M1
Kontrollskrivning 2B
onsdagen den 5 november 2008 klo 13.15

Inga hjalpmedel ar tillatna. Forklara allt Du goér. Svaren maste motiveras.

1. Hela cosinus-funktionen gar inte att invertera. (Varfér?). Det finns dock
en standard-invers, som inverterar “sa mycket som mojligt” av cosinus-funktionen.
Vilka varden antager denna invers, och for vilka argument ar den definierad? Hu-
vuduppgiften bestar i att berdkna derivatan av denna standard-invers.

2. Finn den allméanna losningen till differentialekvationen

y"+2y" +y=4cost+2sint, y=uy(t).

3. Skissa grafen till funktionen (z? —2) e /2, Avgor speciellt om (och i sa fall
var) funktionen har nagra lokala maxima eller lokala minima.

SVAR: 1. Funktionen cosinus oscillerar hela tiden och antager alla sina reella
funktionsvarden odndligt manga ganger. Om man inskranker cosx till intervallet
0 <z <m, saantager y = f(z) = cosz varje funktionsvérde precis en gang och kan
darmed inverteras. Denna standard-invers kallas arcus-cosinus, x = arccosy. Den
ar definierad da —1 <y <1 och antager x— vardena i intervallet ovan.

d d
Eftersom d_y = —cosr =—sinx =—V1—cos?2x =—/1—19y?2, sa blir

r dr
dx 1 1 -1
— arccosy = — = = = .
dy dy  (dy/dx) (—\/1—¢2) /1—192
2. Den karakteristiska ekvationen r2 4+ 2r +1 = 0 har dubbelroten r = —1,

vilket ger den homogena 16sningen y;, = (A+ Bt)e™ !, dar A och B &r godtyckliga
konstanter. For att fa en partikularlosning ansatter man y = G cost + H sint, dar
konstanterna E och F inte ar godtyckliga, utan maste bestdmmas. Inséttning i
ekvationen ger G = —1 och H = 2, sa y, = 2sint — cost, och allmén l6sning

y(t) = yn(t) +yp(t) .
3. Lat g(z) = (2 — 2) e /2 med lirin g(x) = 0. Da ar derivatan ¢'(z) =

r(4—2%) e~ /2 noll precis da z = 0 eller x = +2 , vilket ger lagena for funktionens
max och min. Funktionen &dr definierad for alla reella x och har tva rella nollstéllen:
r = ++/2. Den har ett lokalt och globalt minimum ¢(0) = —2 d& z = 0, samt tva
lokala och globala maxima da x = +2.

Grafen ser ut som en flygande fiskmas pa langt hall.



