Matematik, KTH Rikard Olofsson

Losningsforslag till kontrollskrivning 1

1A. Finn den allménna 18sningen till diffekvationen  zy’ —7ze ™ = —(z+ 1)y
pé intervallet = > 0.

Lésning. Ekvationen kan skrivas som zy’ + (x + 1)y = 7Tre ® si det dr en linjar
diffekvation av forsta ordningen. Eftersom x > 0 kan vi dela hela ekvationen
med z for att fa ekvationen pa standardform. Vi far

,  T+1
Yy +

—x

y=Te

Nu kan vi avldsa att P(z) = (z + 1)/z = 1 4 1/x och detta ger | P(z)dz =
§(1+ 1/z)dz =  + Inz + C. Vi kan vilja C = 0 eftersom vi vill ha vilken
primitiv funktion som helst. Integrerande faktorn ges av I(z) = elP@dr —
e*+InT — ze® Multiplicerar vi ekvationen med detta far vi

xe®y' + (v + 1)e"y = Tz,

vilket kan skrivas som (ze®y)’ = 7x. Integrerar vi bada led far vi ze®y = 722/2+
C, varfor y(z) = (Tx/2 + C/z)e *.

Svar: y(z) = (7T2/2 + C/x)e *

1B. Finn den allménna lsningen till diffekvationen 2%y —e® = (z — 3)wy
pé intervallet = > 0.
Lésning. Ekvationen kan skrivas som 22y’ — (z — 3)zy = e® sa det &r en linjar
diffekvation av forsta ordningen. Eftersom x > 0 kan vi dela hela ekvationen
med z? for att fa ekvationen pa standardform. Vi far

3—xz e’
z VT2
Nu kan vi avldsa att P(z) = (3 — z)/z = 3/x — 1 och detta ger {P(z)dx =
{(3/z — 1)dz = 3lnxz — = + C. Vi kan vilja C = 0 eftersom vi vill ha vilken
primitiv funktion som helst. Integrerande faktorn ges av I(z) = elF@dr —
e3nz=2 — 23¢=% Multiplicerar vi ekvationen med detta far vi

Y+

e "y + (3 - x)2’y =,
vilket kan skrivas som (3¢~ ®y)’ = x. Integrerar vi bada led far vi =

22/2 + C, varfor y(z) = (1/(2x) + C/z3)e®.
Svar: y(z) = (1/(2x) + C/z3)e®

3671‘(1/ —

2A. T ett okdnt naturreservat bor en av de sista stammarna av kannibaler.
Antalet nyfodda varje ar ar 5 % av det totala antalet kannibaler och varje &r dor
ocksd 3 % av 8lderdom. D4 tva kannibaler mots ar det en enprocentig risk att en
av kannibalerna &ter upp den andra, men detta ar ocksd den enda dédsorsaken
forutom alderdom. Réadda for sina stambréder haller sig varje kannibal for sig
sjalv, men de triffar &nda uppskattningsvis K (¢)/1000 andra kannibaler varje
ar, dar K (t) ar det totala antalet kannibaler i reservatet.

a) Stall upp en diffekvation for antalet kannibaler K (t). (2 p)
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Lésning. Vi borjar med att bestdmma antalet méten under ett ar. Det finns
K (t) kannibaler och varje kannibal méter K (¢)/1000 andra kannibaler, detta
medfér att antalet méten dr 1/2K (t)K(¢)/1000 = K(t)2/2000. Vi delar pa 2
eftersom vi annars rdknar varje mote tva ganger, en for varje kannibal vid
motet. Forandringen i antalet kannibaler dr K'(t), men det dr ocksé lika med an-
talet fédda kannibaler minus antalet déda kannibaler under &ret. Antalet {6dda
kannibaler &r 0,05K (¢) och antalet doda pd naturlig viag ar 0,03K (¢). Slutli-
gen blir varje ar 0,01K (#)2/2000 kannibaler uppétna. Detta ger diffekvationen
K'(t) = 0,05K () — 0, 03K (t) — 0,01K (£)2/2000 = 0,02K (t) — 5 - 10~5K ()2

Svar: K'(t) = 0,02K(t) — 5- 10 SK(t)?

b) Eftersom kannibalerna levt ostort under mycket lang tid kan vi uppskatta
hur manga de dr. Ungefir hur manga kannibaler finns det? Motivera ditt svar!

(1p)
Lésning. K'(t) = 0,02K(t) — 5 - 106K (t)? #r en autonom diffekvation med
en enda positiv kritisk punkt. Denna &r stabil och darfér kommer K (t) alltid
att nirma sig den kritiska punkten, oavsett vad K(¢) ar fran boérjan (K (0)
far naturligvis inte vara noll, fér d& kommer det aldrig bli ndgra kannibaler),
efter lang tid. Den positiva kritiska punkten ges av 0,02K — 5 - 107 6K2 =
K(0,02—5-107°K) = 0. Eftersom K # 0 giller 0,02—5-10"°K, dvs K = 4000.

Svar: Det finns ungefir 4000 kannibaler.

2B. I ett okint naturreservat bor en av de sista stammarna av kannibaler.
Antalet nyfédda varje ar ar 6 % av det totala antalet kannibaler och varje ar
dor ocksé 2 % av 8lderdom. D& tv& kannibaler mo6ts dr det en tvaprocentig
risk att en av kannibalerna ater upp den andra, men detta ar ocksd den enda
dédsorsaken forutom alderdom. Ré&dda foér sina stambroder haller sig varje
kannibal for sig sjilv, men de triffar ind& uppskattningsvis K (t)/500 andra
kannibaler varje &r, dir K (t) ar det totala antalet kannibaler i reservatet.

a) Still upp en diffekvation for antalet kannibaler K (t). (2p)

Lésning. Vi borjar med att bestdmma antalet m6ten under ett ar. Det finns
K (t) kannibaler och varje kannibal méter K (t)/500 andra kannibaler, detta
medfér att antalet méten &r 1/2K(¢t)K(t)/500 = K (t)?/1000. Vi delar pa 2
eftersom vi annars ridknar varje mote tva ganger, en for varje kannibal vid
motet. Forandringen i antalet kannibaler dr K’ (t), men det dr ocksé lika med an-
talet fodda kannibaler minus antalet déda kannibaler under aret. Antalet {6dda
kannibaler &r 0,06K (¢) och antalet doda pa naturlig vig ar 0,02K(¢). Slutli-
gen blir varje ar 0,02K (#)?/1000 kannibaler uppéitna. Detta ger diffekvationen
K'(t) = 0,06K (t) — 0, 02K (t) — 0,02K (¢)2/1000 = 0,04K (t) — 2 - 103K ()2

Svar: K'(t) = 0,04K(t) —2-107°K (t)?

b) Eftersom kannibalerna levt ostort under mycket lang tid kan vi uppskatta
hur ménga de ar. Ungefar hur ménga kannibaler finns det? Motivera ditt svar!

(1p)
Lésning. K'(t) = 0,04K(t) — 2 - 107°K(t)? &r en autonom diffekvation med
en enda positiv kritisk punkt. Denna ar stabil och darfor kommer K(t) alltid
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att ndrma sig den kritiska punkten, oavsett vad K(t) &r fran boérjan (K(0)
far naturligvis inte vara noll, fér d& kommer det aldrig bli ndgra kannibaler),
efter lang tid. Den positiva kritiska punkten ges av 0,04K — 2 - 107°K?2 =
K(0,04—2-107°K) = 0. Eftersom K # 0 giller 0,04—2-107°K, dvs K = 2000.

Svar: Det finns ungefar 2000 kannibaler.

3A. Finn ett y(z) sidant att y' = 2% + 22y + y? och som dessutom uppfyller
att y(1) = —1.

Ledning: Gor en lamplig substitution.

Lésning. Skriv ekvationen som y’ = (z+y)2. Vi ser att hogerledet kan uttryckas
som en funktion av z + y och gér darfor substitutionen u(x) = = + y(x). Vi
bérjar med att bestimma begynnelsevillkoret for u, det far vi genom att stoppa
in z = 1. Detta ger u(1) = 1 +y(1) = 1 —1 = 0. D& vi deriverar u med avseende
pa z far viu/(x) = 1+v'(z) s diffekvationen kan skrivas som u' — 1 = u?. Detta
ar en autonom diffekvation, vi skriver derivatan v’ = du/dx och far

du

— =14u?
dx b

du
Jl-l——lﬂzjdx'

Alltsa &r arctanu = x + C, dvs u(z) = tan(z + C). Eftersom vi vet att u(1) =0
far vi u(1) = tan(l + C) = 0, och detta géller f6r C = —1. Vi minns nu att
u(z) =z + y(z), dvs y(z) = u(z) — z, sd vi far y(z) = tan(z — 1) — .

vilket ger

Svar: y(z) =tan(z — 1) —z

3B. Finn ett y(z) sadant att zyy’ = 22 + y? och som dessutom uppfyller att
y(1) = 1.
Ledning: Gor en 1amplig substitution.
Lésning. Ekvationen zyy’ = 22 + y? dr homogen, vi gor darfor substitutionen
y(z) = u(x)z. Vi borjar med att bestimma begynnelsevillkoret {6r u, det far
vi genom att stoppa in x = 1. Detta ger 1 = y(1) = u(1)l = u(l). D& vi
deriverar y med avseende pa z far vi ¢/ (z) = v/(x)z + u(x)l = v/ (z)r + u(z) sa
diffekvationen kan skrivas som zu(x)z(u/(z)z + u(z)) = 2 + (u(z)x)?. Detta
forenklas till

u(z)u' (x)z = 1.
Detta ar en separabel diffekvation, vi skriver derivatan v’ = du/dx och far

du

d
fudu = —I
T

Alltsd &r u?/2 = In|z| + C, dvs u(z) = +4/2In|z| + 2C. Eftersom vi vet att
u(l) =1 far vi u(1l) = £4/2In[1| + 2C = £+/2C och detta giller om vi viljer

vilket ger
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plustecknet och sitter C' = 1/2. Vi minns nu att y(x) = u(z)x s& vi far y(z) =

zo/2In|z| + 1.
Svar: y(z) = z4/2Injz| + 1



