Partiella differentialekvationer for ME SF1648 och K
LOSNINGSFORSLAG till Tentamen 2009-06-01

1) Losning
Att x = 0 &r en reguljar singuldr punkt inses p ga att pg = % och ¢y = —%. Ansétt
y = Z anx™t" (1)
n=0
= ¢ = Z(n +r)a, ™y = Z(n + 7)Y (n+7r— a2 (2)
n=0 n=0

som leder efter inséttning i den givna ODE’n ekv(1) till

0= ZQ(n +r)n+7r—1)az"™" + Z 3(n+1r)a,a™"
n=0 n=0
o0 o - (3)
+ Z 2(n + 70)anxn+r+1 _ Z ananrr + Z anxn+r+1
n=0 n=0 n=0

Forkortning med z" och omindexering ger av forsta sambandet i ekv(3) for n =0
direkt indexekvationen

2r(r—1)+3r—1:O:>r1:%, ry = —1 (4)
och for n > 1 far vi sedan rekursionsformeln
_ 1
an(r) = e (5)
och slutligen blir
_ 1y ___ 2 —_1=-1
ay, <r = 2) = =5, 3 1 och a,(r 1) Ao (6)

Varan losning bestar alltsa av

yi(x) = /2 ian <7" = %) 2" och yy(x) =a27" ian(r =—1)z"

Bestdmning av de 4 forsta fran noll skilda termerna i y; och ys:

r = % : a) = —%ao, A9 = —%al = %ao, as = _%QQ = —%ao (7)
r=-1: a =—ag,a = —%al = %ao,ag = —%ag = —%ao (8)

Satter vi forst ag = 11 ekv(7),(8) och introducerar 2 nya, obestdmda, konstanter
A och B erhaller vi svaret y(z) = Ay, (x) + Bys(z) eller
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_ 1/2 2 4 2 8 3 )
y(x) Ar'l? (1= Fo 4 geo® — gl 4o ) 4
+ Bx! ( — x4+ %x2 éx?’—l— )

2) Losning

Eftersom vi har homogena randvillkor kan vi direkt borja med en variabelsubstitution
u = R(p)T'(t) och erhaller snabbt efter insdttning i PDE

R'+ 1R
—r T separationskonstanten 9)
7 7 .
med randvillkoren RV:
T'(0) = 0, (10)
R(1)=0, R(0)< oo (11)
Eftersom vi méste ha en svingning i t—led sétter vi k = —\? < 0, A > 0 och far
T" 4+ NT =0 = T = Acos(\t) + Bsin(\t) (12)

T'(0) = 0 krdver B = 0 innebérande att vi far T'(t) = cos(At), dar vi satte A =1
eftersom vi &nda far en ytterliggare konstant via R-delen.
For R har vi sambandet, se ekv(9)

R'+1R
——ﬁ&—:—V:ép%W+M?+VfR:O (13)
som ar Bessels differentialekvation av nollte ordning med 16sningen

Rl(p) = aJo(Ap) + bYo(p) (14)

Ekv(10) ger direkt B = 0 och ekv(11) ger b = 0, alltsa R(1) = Jo(A) = 0 vilket
betyder att A = o, den n-te roten av Jy, n =1,2,3,....
Alla resultat hittills sammantaget leder till produktlésningen

n(p,) = Bu()T(t) = @ o(a0,0p) cos(atont) (15)

Superposition ger oss nu delsvaret

= Z Un(p,t) = Z anJo(conp) cos(agnt) (16)

n=1

Aterstar berikningen av a, mha anpassning till villkoret BV2:

u(p,0) = Jo(,1p) + Jo(0,2p) Zun p,0) = Zanjo(ao,np) (17)

Identifiering i ekv(17) av resp termer ger a; = a; = 1 och a,, =0 for n > 3
Detta resulterar i svaret



u(p,t) = Jo(ag1p) cos(apat) + Jo(a2p) cos(ag ot)

3) Losning

Vi borjar med att soka en stationér 16sning us(x) som satisfierar

9*u
=_— = ]-
ox? 0 (18)
och far snabbt
us(r) = Az + B (19)

Anpassning till RV ger A =0 och B =3
ug(xr) =3 (20)
men denna losning satisfierar inte BV! For den skull ansétter vi
u(z,t) = us(z) + v(zx, t) (21)

som skall anpassas till de givna RV och BV:

u(0,8) =0 = 0+v,(0,¢),= v,(0,¢) =0 (22)
u(l,t) =3 = 34v(l,t),=v(1,t) =0 (23)
u(z,0) = 3 + cos %Tx = 3+ v(z,0) = v(z,0) = cos ?’WTJ: (24)

Sammanfattningsvis far vi ett homogent problem for v(x,t) med

v:(0,8) = o(l,t) =0 (25)
v(z,0) = cos?’WTx (26)

Nu kan vi anvinda variabelseparation v(x,t) = X (z)7T'(t) med

X'(0)=X(1)=0 (27)
och far xr
X' _ T _y__ 2
N =7 A a’, a>0 (28)

Att vi véljer separationskonstanten mindre &n noll beror pa att vi annars enbart
far triviala l6sningar med vara RV.
Detta leder till

v(z,t) = (acos(ax) + bSin(ax))e*azt (20)
Ekv(27) leder till b =0 och cosal =0 mao oy = (2n + 1)% som ger delsvaret
vp(2,t) = a, cos <(2n + 1)% x) oot (30)

Konstanten a,, bestdms nu genom anpassning till (26)
— cog OTT _ N T
v(x,0) = cos 5 = ZO @y, COS ((271 +1) 2:6‘) (31)
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a, far vi i detta fall enkelt genom att identifiera bada led och inser att n maste
vara 1 och vidare att a; =1, mao

v(z,t) = cos (37TTx> o (/2% (32)

Det totala svaret blir nu

u(z,t) = 3 + cos <37TT‘7C> e (3/2)%

4) Losning

Vi provar med variabelsubstitution, mao vi soker en produktlosning pa formen

u(z,y) = X(2)Y (y) (33)
Inséttning i PDE ger snabbt
XY g XY g
X+Y—0:>X— Y—k,k>0 (34)

med randvillkoren X (0) = X (7) =0, X(2)Y (7) = 100, Y’(0) = 0.
Sambanden (34) ger losningarna

X(z) = Cicoskx + Cysinkx och Y (y) = D;coshky + Dysinh ky (35)
Det forsta randvillkoret ger X (0) = 0 = C} och det andra X (7) = 0 = 0+Cs sin k7.
Eftersom Cy # 0 foljer att sinkmr =0, mao k=n=1,2,3,...
Hittills har vi fatt:
X(z) = Cysinnx  och Y'(y) = nD; sinhny + nD; coshny (36)
Det fjarde randvillkoret ger oss nu
Y'(0) =0=nDy, = Dy =0 och Y(y)= D;coshny (37)
sa ekv(33) har l6sningarna
un(z,y) = CoDy sin nx cosh ny = A, sin nz cosh ny (38)

P& grund av lineariteten kan vi anvinda superposition av alla u,(x,y) och vi far

u(z,y) = Z A, sin nx cosh ny (39)
n=1
Nu kan vi anvénda det tredje randvillkoret

u(z,m) =100 = Z(A” coshnm)sinnz, 0<z<mw (40)

n=1



Detta ar en Fourier-sinusutveckling av en konstant funktion och vi far koefficienterna

A,, cosh mr/s.in2 nxdxr = 100/sin nxdxr = %(1 —(=1)") (41)
0 0
Héarmed far vi for udda n:
(Ay coshnm) T = %, n=1,35,.. (42)
eller
Apmir = 400 . m=0,1,2,.. (43)

(2m 4+ 1)w cosh(2m + 1)7

och slutsvaret blir

400 =~ sin(2m + 1)z cosh(2m + 1)y
ulw,y) = T Z (2m + 1) cosh(2m + 1)m

5) LoOsning

Vi forsoker med variabelsubstitution

u(x, y,t) = X(2)Y (y)T(t) (44)
med randvillkoren
X(0)=Y(0)=X(1)=Y(2) =0 (45)
Insdttning av samband (44) i ekv(9) i texten ger
D, G S A
vty = T—kk:>0 (46)
"
= ))(( —k2, ky >0, och Y? k2, ky > 0 (47)

i X// - _k%X7 Y// = _k2Y7 OCh T, = _k2T7 k = k% + k% (48)

Att vi valde —k? 1 ekv(46) beror pa att med +k* k > 0 hade T — oo, d& t — oo.
Dérfor méaste ocksa k%, k3 i ekv(47) ha negativa fortecken.
De allménna lésningarna till ekv(48) &r

X(z) = Cicoskix+ Dysinkx (49)
Y(y) = Cycoskoy+ Dosinkayy (50)
T(t) = Ce** (51)

De tva forsta RV i ekv(45) ger C; = Cy = 0 och de tva sista RV kraver
Disink11 =0, Dysink:2=0 (52)
Eftersom Dy = Dy = 0 leder till den triviala l6sningen u(x,y,t) = 0 aterstar
sink; = 0 och sinky2 =0 (53)
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dvs endast egenvirden
ki =mm, m=1,23,...och ko =nw/2, n=1,2,3, ... (54)

duger.
Detta leder nu till

2
k2 = (mm)?® + (n%r) , for allam,n € Z, (55)

Allt som allt far vi odndligt manga 16sningar

U = Come "m0t sin(mrra) sin(nmy/2) dir ¢y, = CDy Dy (56)

som kan superponeras till dubbelserien

oo o0

u(z,y,t) = Z Z Conme "t sin(maz) sin(nary /2) (57)

m=1n=1

Denna l6sning skall nu anpassas till BV u(zx,y,0) = zy, alltsa

Z Z Con SIn(maz) sin(nmy /2) (58)

Multiplikation av bada leden med sin(mnx)sin(nmy/2) och integration av z fran
0 till 1, resp y fran O till 2 ger

1 2 1 2
/ x sin(mﬂx)dx/ ysin(mmy/2)dy = cmn/ sin2(m7rx)dx/ sin®(mmy/2)dy
0 0 0 0

(59)
Integralerna berdknar vi mha BETA och far snabbt
—1)m A=) A1)
=™ oAD" A )2 —c L (60)
mm nw mnmw 2
Inséttning av ¢, i ekv(57) resulterar i svaret
R & 8=y 1)m+ N :
u(z,y, t) = >, Z e sin(mmx) sin(nmy/2)
m=1n=1
2
diar k2, = (mm)* + (712_7r) , forallam,n € Z, (61)




