KTH Matematik

1.

SF1658 Trigonometri och funktioner
Losningsforslag till tentamen
den 20 oktober 2008

a) Linjerna y = x och z = V/3y, samt cirkelskivan 22 + y? < 9 avgrinsar en
cirkelsektor i forsta kvadrant. Bestdm Oppningsvinkel, area och baglingd for
cirkelsektoren.

(4)

b) Visa areasatsen for det fall da den ingaende vinkeln &r spetsig. (5)

Lésning: a) Linjen y = x bildar 7 /4 radianer med z-axeln, och linjen 2 = /3y bildar

7/6 radianer med z-axeln. Cirkelsektoren har da 6ppningsvinkel 7/12 radianer (15
grader). Radien &r 3, och baglangden blir

T T
27 - 3 - = —.
27 - 12 4
Arean till cirkelsektoren blir
s 9 9
e = —T.
2w12 8

b) Lat « vara den ingaende spetsiga vinkeln, och lat de tillhérande sidorna vara av
langd b och c. Vi later v vara vinkeln motstaende till sida av langd ¢, och vi kan
antaga att v ocksa ar spetsig. Vi faller ned hojden fran vinkel 5 ned pa sida av
langd b. Lat h vara héjden. Da v &r spetsig skédr hojden sida b. Lat avstédndet fran
skdrningen mellan hojden och hornet « vara av lingd b — x. Vi har da att aren till
triangeln ar

1 1 1
A==(b—2)-h+=zh==bh.
gl =) b grh =3
Av definitionen av sinus har vi att h/c = sin(«) vilket ger

A= %bc sin(a).

Svar:

a) Vinkel 7/12, baglingd 7/4 och area 37/8.
b) -



a) Bestdm samtliga losningar till ekvationen (4)

T 1
3r——)=——7.
cos(3z 4)

b) I en triangel &r cosinus av tva vinklar 1/3 och 1/4, respektivt. Anvéand addi-
tionsformeln for cosinus for att bestdmma cosinus av den tredje vinkeln.  (3)

c) Bestdm, exakt, (2)
T
sm(ﬁ).
Lésning: a) Ekvationen cos(t) = _\/Li har 16sningarna

t:ZW—l—Qﬂn och t:%r—i-%m,

for heltal n. Detta ger att ekvationen cos(3x — 7/4) = —1/4/2 har losningar

3 6
3r = Zﬂ'—l- 217?+27rn och 3x = 17r+27m,

vilket ger
= E 2 h = L + gﬂn
T 37?—}—37?71 och x 27T 3™
b) Vi har cos(a) = 1/3 och cos(f) = 1/4, och soker cos(y). Trigonometriska ettan
ger
1 15

2
sin(a) =4/1 — 9= 5\/5’ sin(f) = R

Vi har att v = 180 — (o + f3), och att cos(180 4 t) = — cos(t). Detta ger

).
cos(y) = —(cos(—(a + 3)) = —cos(a + ().

Additionssatsen for cosinus ger

cos(a + (3) = cos(a) cos(B) — sin(a) sin(fF) = %;l - %\/g\/ﬁ

Detta ger att cos(y) = & (v8V15 —1).

¢) Vi skriver -5 =

L1 .. .
5 =37 Additionssats for sinus ger

sin(%) = sin(n/3) cos(—n/4) +sin(—n/4) cos(n/3) = ——=— —== = 22(V3-1).

Svar:



a x:—7r—i- 7m och :c——7T+ 7m heltal n.

)
1) cosa) = B(VEV — 1)
)
)

c¢) Sinus av 7/12 ar f(\/g —1).
a) Skriv pa form a + bi nér
— 1
i) z=(3+2)? - Br2) i) 2= soE i) (3.7/5),

dar talet i uppgift iii) ges i polidra koordinater. (3)
b) Bestdm alla 1sningar till ekvationen 2° = 4 — 44. Det ér tillitet att anvinda

trigonometriska funktioner i svaret. (3)
c¢) Skriv pa form a + bi, talet (3)

(2 +44) (4 + 8)(6 + 124)*(8 + 16i)~*
Lésning: a) Vi har att (34 2i) - (3 — 2i) = 13 slik att
(3+2)°B+2) =13

Och vi har att ,
1 2—D5t 1(2 5.)
= = —(2— 5).
2+5i 22452 29

Slutligen har vi att
(3,m/5) = 3cos(m/5) + i3sin(m/5).

b) Talet 4 — 44 blir i polira koordinater (v/32, —m/4). Ekvationen 2° = 4 — 44 har
16sningarna, i polidra koordinater, r = 32'/19 = /2, och

50 = —Z +2mn,

heltal n. Detta ger att
h— _ s n 2mn
20 5

med n=0,...,4.
c) Lat z = 14 2i. Vi har att

(2+4i) =22, (448i) =4z, (6+12i) =62, (84 16i) =8z,
vilket betyder att produkten i uppgiften &r

42 . 63 . 25 33
“1(AN2(6N3(R\—4 _
(22)77(42)%(62)°(82) " = ST T

Svar:



a) Svar i) =133, i) = & — 24, iii) = 3cos(m/5) + 3sin(m/5)i.

b) SvarZ—(\/§,——+27r—"V5Lrn—O 4.

c) Svar 2

a) Bestdm derivatan till (3)
sin(x)
e—r2+2z’

b) Anvind definitionen, och lamplig figur, for att bestimma derivatan av sin(f) i
6 = 0, dér 0 méts i grader, ej radianer. (3)

¢) Som i uppgiften innan méter vi vinklarna i grader, och ej radianer. Bestim
derivatan till sin(#) i en godtycklig vinkel 6. (3)

Lisning: a) Vi har att f(z) = sin(x)e” ~2*. Produktregeln och kedjeregeln ger att
f(z) = cos(z)e® 72 4 sin(x)e“”Q_zx(Qx —2).

b) Vi ritar upp en ratvinklig triangel med vinkel # och hypotenusa av lingd 1. Cir-
kelsektorn med vinkel 6 och radie 1 har area
o 0.7

A=mr2. 2 = .
™ 360 T 2-180

Denna cirkelsektor har storre area &n triangeln vi precis ritade upp, men mindre
area &n den réatvinkliga triangeln med vinkel 6 och dér tillhérande katet har langd 1.
Areorna ger olikheterna

1 O 1
- > -
5 tan(6) > 5 18() = sin(6) cos(0),

for alla @ > 0. Den forsta olikheten skriver vi som

sin(0) - cos(0)m
6 — 180 °

Den andra olikheten skriver vi som
T S sin(@)‘
180cos(f) — 0

Vi har att n(6)
T sin T

> > 0)—

180cos(d) = 6 — cos( )180’

for alla # > 0. Vi har att cos(0) = 1, och detta ger att

o . sin(f) —sin(0) . sin(0) 7
sin'(0) = lim 0 =TT T o

4



c) Vi vill berdkna

in(f + h) — sin(¢
sin’(f) = lim sin(6 + ) — sin( )
h—0 h
Vi har fran uppgiften innan sin’(0), och vi har att cos’(0) = 0 da cosinusfunktionen
nar sitt maximum i § = 0. Additionsformlen ger att

sin(6 + h) — sin(f) = sin() cos(h) + sin(h) cos(d) — sin(h).
Detta ger att

gy . sin(@)(cos(h) — 1) | sin(h)cos(d) . 7r
sin’(6) = flLlir(l) . + . =sin(f) -0+ 150 cos(6).

) € 2% (cos(z) + 2 sin(z) — 2sin(z)).
) sin’(0) = 7/180.
¢) sin’(0) = 7/180 cos(h).

)

a) Bestdm arean mellan funktionsgrafen till funktionen sin(2z — 1) och z-axeln

over intervallet [0, 7]. (4)
b) Hitta en primitiv funktion till e** cos(z). (3)
¢) Bestdm volymen till rotationskroppen vi far vid att rotera funktionsgrafen till
f(z) = 1/x 6ver intervallet [1, R], for godtycklig R > 1. (2)

Lésning: a) Funktionen sin(2x — 1) har period 7, vilket betyder att fo7r sin(2z —
1)dx = 0. Vi har vidare att funktionen &r noll i punkten # = 1/2. Arean mellan
funktionsgrafen och z-axeln ges som det dubbla virdet till integralen

w/24+1/2 —1 1
/ sin(2x—1)dzx = T[COS(Qm—l)H//QQ—H/? = —§(COS(W+1—1)—COS(1—1)) = 1.
1/2

b) Vi anvénder oss av partiell integration och far att

1 1
/62:” cos(x)dx = ie% cos(x) + / 56% sin(z).
Ytterligare partiell integrering ger

1 1 1
= 56% cos(z) = Ze% sin(z) — / 162” cos(z)dx.

Med andra ord har vi att

d 1 1
2 /eh cos(x)dx = §€2I cos(x) + Ze” sin(x).



¢)Vi soker integralen

Svar:

a) Arean &r 2.

b) En primitiv funktion &r 2e% cos(z) + e sin(z).

c) Svar (R —1)/R.



