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Uppaift.
a) Definiera vad som menas med ett primideal i en kommutatg ri (1)
b) Lat R vara en kommutativ ring med etta. Visa att kvof@n/ ar ett integritetsomrade om
och endast on ar ett primideal. (2)
c) Bestam samtliga ideal i ringénz]/(z?), dark ar en kropp. (2)
d) Visa attz® — 3x + 6 ar irreducibelt iQ[z]. (2)

e) LatG vara en andlig grupp och I&G vara gruppringen till; med koefficienter i en
kommutativ ring med etta. Visa att det finns en ringhomomérfi RG — R som
uppfyller®(ag) = a forallagi G och allaa i R. (2)

L dsningsbrslag.

a). Ettideall i en kommutativ ringR ar ett primideal onub ligger i I om och endast om nagon
ava ellerb liggeriI.

b). Om [ ar ett primideal oct{a + I)(b+ I) = I i kvotringenR/I har vi attab ligger i I och
darmed far vio € I ellerb € I, vilket leder till att nagon av faktorerna+ I ellerb + I ar noll i
R/I.

Om R/I ar ett integritetsomrade har vi att € I ger att(a + 1)(b + I) = I, vilket innebar
atta + I = I ellerb + I = I, men detta ar detsamma somatt [ ellerb € I. Alltsa ar 1 ett
integritetsomrade.

c). Ett element i kvoterk|x]/2? ar en sidoklass till idealdt:?) och har darfor en unik represen-
tant av grad hogst ett. Vi kan alltsa identifiera elementer] /(2%) med linjara polynona + bz
darz ar sidoklassem + (z2) ochz? = 0. Oma # 0 har vi att(a + bz )(a — bx) = a* vilket visar
atta + bz ar inverterbart oclia + bz) = (1). Ett akta ideall maste det darmed bara innehalla
element pa formehz. Omb £ 0 har vi att(bz) = () eftersomb ar inverterbart. Darmed far vi
bara tre olika ideal k[z]/(x?), namligen(0), (z) och(1).

d). Enligt Gauss lemma ar polynomet irreducibe@fic] om och endast om det ar irreducibelt i
Z[z] och iZ[z] kan vi anvanda oss av Eisensteins kriterium eftersom pohet ar moniskt och
primtalet3 delar alla andra koefficenter. Daremot delar isit&konstanttermen som & vilket

visar att polynomet ar irreducibelt|x].
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e). Vi kan rakna upp elementend somgy, go, . . ., g, 0ch darmed skriva elementerRi(z som
Yo aig; daray, as, .. ., a, ligger i ringenR. En homomorfi som uppfylleb(ag) = « for alla
gi G ochai R maste darmed ges av att

@(&1gl+aggg+-~-+angn) :a1+&2+~-~+an

eftersom en homomorfi bevarar additionen. Vi kan nu se atad@ir en homomorfi av ringar

genom att
D g+ Y0 bigi) o (712?:1(%‘ +nbi)gi) = Z?:%(ai +b;) .
Zi:l a; + Zi:l b= (Zz‘:1 aigi) + @ (> big:)

och

(i g Yo bigi) =@ (ZL > i1 aibj9i9j> = D im1 21 @ibj
= (i @) - (s b)) = @ (32, aig) - @ (2L, bigi) -

Bedomningskriterier.
a) Korrekt definition av primideall, poang.

b) - Korrekt implikation at ena hallef, poang.
— Korrekt implikation at andra hallet, poang.

c) - Korrekt beskrivning av elementen i ringehpoang.
— Korrekt motiverade ideall, poang.

d) - Korrekt anvandning av Gauss lemnigpoang.

— Korrekt anvandning av Eisensteins kriteriubnpoang.
e) — Korrekt definierad homomorip, 1 poang.
— Korrekt bevis av attb ar en homomorfil poang.



