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1. PERMUTATIONER

För varje mängdX kan vi bilda gruppenSX av bijektiva funktionerf : X −→ X. Om X

är en ändlig mängd medn element kan vi numrera elementen iX och se att vi lika gärna kan
använda den symmetriska gruppenSn som permuterar elementen{1, 2, . . . , n}.

2. MATRISGRUPPER

De inverterbara kvadratiska matriserna av storlekn × n med reella koefficienter bildar en
grupp som kallas dengenerella linj̈ara gruppenoch betecknasGln(R). I den generella linjära
gruppen finns många andra grupper av matriser. Varje delmängd i Gln(R) som är sluten under
multiplikation och invers bildar också en grupp. Exempelvis finns denortogonala gruppensom
består av ortogonala matriser och denspeciella linj̈ara gruppensom består av matriser med
determinant ett. Vi kan på samma sätt se på matrisgruppermed komplexa koefficienter.

3. KVATERNIONGRUPPEN

Vi har en grupp med åtta element{±1,±i,±j,±k} där1 är en enhet och

i2 = j2 = k2 = −1, ij = k, ji = −k, jk = i, kj = −i, ki = j, ik = −j,

(−1)i = i(−1) = −i, (−1)k = j(−1) = −j, (−1)l = k(−1) = −k.

För att kontrollera att det är en grupp räcker det att se att multiplikationen är associativ, efter-
som det är klart att det finns en enhet och att alla element ärinverterbara. Vi kan också represen-
tera kvaterniongruppen som en matrisgrupp genom att väljaut matriserna
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4. HOMOMORFIER OCH ISOMORFIER

De funktioner mellan grupper som respekterar gruppoperationerna kallashomomorfier. För en
grupphomorfiΦ : G −→ H har vi alltså att

Φ(a ∗ b) = Φ(a) ∗ Φ(b)

för alla a och b i G. Observera att det till vänster är gruppoperationen iG och till höger är
gruppoperationen iH. Till exempel har vi enligt logaritmlagarna att

ln : R
+ −→ R

är en grupphomomorfi där gruppoperationen iR+ är multiplikation och gruppoperationen iR är
addition.

Vi kan använda exponentialfunktionen för att få en grupphomomorfi

exp : R −→ R
∗

Determinanten ger en homomorfi från den generella linjäragruppen till koefficientkroppen,
tex

det : Gln(R) −→ R.

Vi kan också få en homomorfi från reella talen till den generella linjära gruppen

exp : R −→ Gln(R)

genom

exp(t) = exp(tA) =

∞
∑

i=0

tiAi

i!
.

Om en grupphomomorfi dessutom ärbijektiv, dvs inverterbar, kallas den för enisomorfi. Vi
ser till exemepel attln är en isomorfi mellanR ochR+.

Ett annat exempel är när vi ser på symmetrierna av en tetraeder som ger en homomorfi från
symmetrigruppen av tetraedern till symmetriska gruppenS4 genom att se på hur sidorna per-
muteras.

För varje elementa i en grupp kan vi bilda enautomorfi, dvs en isomorfi mellan gruppen och
sig själv, genom

b 7→ a ∗ b ∗ a−1,

för alla b i G. Det är något vi känner igen från linjär algebra när vibyter bas.
Till varje homomorfiΦ : G −→ H kan vi definerakärnan, ker Φ, som de element iG som går

på enhetselementet iH. Vi får då en grupp som ligger iG genom attker Φ innehåller enhetsele-
mentet iG ochker Φ är sluten under multiplikation och invers.

Sats 4.1.En homomorfiΦ : G −→ H är injektiv om och endast om kärnanär trivial.

Bevis.OmΦ är injektiv är det bara enhetselementet iG som går på enhetselementet iH. Om nu
kärnan är trivial har vi att

Φ(g) = Φ(h) ⇐⇒ Φ(g−1h) ∈ ker Φ ⇐⇒ g−1h = e ⇐⇒ g = h.

�
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5. GRUPPVERKAN

Om vi har en gruppG och en mängdX säger vi attG verkarpåX om det finns en funktion

G × X −→ X

som vi kan skriva(g, x) 7→ g.x och som uppfyller:

i) e.x = x, för allax i X,
ii) (a ∗ b).x = a.(b.x) för allaa, b i G och allax i X.

Om vi ser på matrisgruppenGln av inverterbaran× n-matriser verkar den på ett naturligt sätt
på ettn-dimensionellt vektorrum av kolonnmatriser genom matrismultiplikation.

Symmetriska gruppen verkar per definition på mängden{1, 2, . . . , n}men den kan också verka
på mängden av polynom i flera variablerx1, x2, . . . , xn genom permutation av variablerna.

Symmetrigrupperna för de platonska kropparna verkar på mängden av hörn, mängden av kan-
ter och mängden av sidor.

Vi kan också se en gruppverkan som en homomorfi frånG till gruppenSX av bijektiva funk-
tioner påX,

Φ : G −→ SX

medΦ(g)(x) = g.x för g i G ochx i X.
Vi säger att verkan ärtrogenom olika element i gruppen ger olika bijektiva funktioner p˚a X,

vilket är detsamma som att säga att homomorfin från gruppen till gruppen av bijektiva funktioner
påX är injektiv.

Symmetriska gruppenSn verkar på Van der Monde-determinanten
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genom permutation av variablerna. Vi ser att resultatet alltid blir samma sak så när som på teck-
net, vilket visar att vi har en homomorfi från symmetriska gruppen till gruppen av inverterbara
heltal under multiplikation, dvs

sgn : Sn −→ Z
∗ = {±1}.

Exempel 5.1.Om vi låterG vara symmetrierna av en kub vet vi att den har24 element på grund
av att varje sida kan gå på sex olika sidor och i varje sådant fall orienteras på fyra olika sätt. Vi
har attG verkar på

• de sex sidorna
• de tolv kanterna
• de åtta hörnen
• de fyra diagonalerna

Därmed får vi homomorfier

G −→ S6, G −→ S12, G −→ S8, G −→ S4.
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I det sista fallet har vi lika många element i de två grupperna och vi kan faktiskt visa att denna
homomorfi är en isomorfi genom att visa att den är injektiv. Det kan vi enligt Sats 4.1 ovan
göra genom att visa att kärnan är trivial, dvs att det baraär identitetssymmetrin som inte alls
permuterar diagonalerna.

ÖVNINGAR

Övning 5.1. Låt G vara symmetrigruppen av en tetraeder. Visa attG är isomorf med den al-
ternerande gruppen

A4 = ker(sgn : S4 → {±1}).

Övning 5.2. Visa att den generella linjära gruppen,Gln(R), verkar p̊a mängden av reellan×n-
matriser genom

(A, B) 7→ ABA−1.
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