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1. DELGRUPPER

Definition 1.1. (delgrupp) En icke-tom delmangd/ C G av en grupp bildar edelgruppom
den ar sluten under gruppoperationen och inversen.

Sats 1.1.En andlig delnangd av en grupgr en delgrupp om deér sluten under gruppopera-
tionen.

Bevis. Eftersom delmangden ar andlig och sluten under grupatipeen maste varje element
ha andlig ordning, och darmed ar ocksa inversen meel;s&fin
A"=e<==al=a""
O

Sats 1.2.En icke-tom del@ngd H C G av en gruppar en delgrupp ongh ! ligger i H for alla
gochhi H.

Bevis. Eftersome = gg~! far vi atte € H om H ar icke-tom. Darmed far vi attg™* = ¢!
ligger i H for allag i H och sedan kan vi skrivah = g(h=!)71, vilket ligger i H om g ochh
liggeri H. Alltsa ar H sluten under produkt och invers, vilket betyder att detrédelgrupp. O

Sats 1.3.Skarningen av en upggtning delgruppeér ocksa en delgrupp, dvs
H=(H;
i€l
ar en delgrupp ont{; ar en delgrupp®r alla 7 i indexnéngden/.

Bevis. SkarningenH ar icke-tom eftersom ligger i alla delgrupperi;. Omg ochh ligger i alla
H, ligger ocks&yh~'ialla H; eftersom dessa ar delgrupper. Darmed ar oéksa delgrupp. O

Exempel 1.1.Den alternerande grupped,, C S,, som bestar av jamna permutationer ar en

Exempel 1.2.Karnan till en homomorfid : G — H ar en delgrupp eftersom
P(gh™) = ®(g)®(h) ' =eec ' =¢

om®(g) = ®(h) = e. Det ar klart att karnan ar icke-tom eftersdne) = e.
1
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Exempel 1.3.Den ortogonala grupped,, (R) som bestar av alla ortogonala matriser ar en del-
grupp iGl,(R) eftersom

(AB™Y)(AB™H)T = (ABT)(ABT)T = ABTBA" = ATAT = AAT =1

om AAT = I ochBB" = I, vilket betyder attAB~! ar ortogonal om4 och B ar det.
Den speciella linjara gruppesi., (R) som bestar av alla matriser som har determingten
delgrupp iGl,(R) eftersom

det(AB™') = det(A)/det(B) =1
omdet(A) = det(B) = 1.
Exempel 1.4.For varje elemeng i en gruppG kan vi bilda
(9) ={dg'li € Z}.

Detta ar en delgruppd eftersom inversen tilj? arg—* och produkten ay’ ochg’ arg¢**/. Detta
kallas for dercykliska delgrupp som genereras @v

Definition 1.2 (ordning). Ordningen av ett element ar lika med ordningen av den cykliska
delgrupp som genereras avdvs kardinaliteten ayg). Vi skriver |g| = |{(g)|, eller i vissa fall

o(g) = (9)-
2. CENTRALISATORER OCH NORMALISATORER
Definition 2.1 (centralisator). Om vi har en delmangd C G av en grupp kallas mangden
Co(A) ={g € Glgag™' =a, Vae A}
for centralisatorntill A1 G.

Observera att detta ar detsamma som alla elem@rgam kommuterar med alla element
dvs som uppfyllega = ag, for allaa i A.

Sats 2.1.Centralisatorn,C'¢(A), ar en delgrupp iG.

Bevis.Forg ochh i C(A) ochai A har vi attga = ag ochha = ah. Darmed far vi att

1 1

9 'gag™t =g tagg”
vilket ar ekvivalent med,g~' = g'a, ochg~! ligger i C¢(A). Vi har ocksa att
(gh)a = g(ha) = g(ah) = (ga)h = (ag)h = a(gh)
vilket visar attgh ligger i Co(A). O

En liknande konstruktion ger normalisatorn till en man@bservera att vi megdAg—! menar
mangden av alla element pa formeag~! dar a ligger i A. PA samma satt kan vi tala om
mangderng A och Ag.

Definition 2.2 (normalisator). For en delmangd! i en gruppG arnormalisatorn
No(A) = {g € GlgAg™ = A}.
Vi kan aven har formulera kravet sogl = Ag.



SF2703 ALGEBRA GRUNDKURS ANTECKNINGAR 2009-01-22 3
Sats 2.2.NormalisatornNg(A) ar en delgrupp iGG.
Bevis.Forg ochh i Ng(A) far vi att
(gh)A(gh)™ = ghAh™'g™ = gAg™ = A
vilket visar attN;(A) ar sluten under sammansattning. Vi far ocksa att
9 AT T =97 (gAg g = (9 9)Alg T g) = A.
For att visa attV(A) ar icke-tom kan vi konstatera atl = Ae. O

Definition 2.3 (center). Mangden av alla element i en gruppsom kommuterar med alla ele-
ment i gruppen kallasentret Z(G).

Vi kan se pa centret som skarningen mellan alla centtalisa

2(G) = () Cola)

a€G

och det ar darmed klart att aven centret ar en delgrupenligt Sats 1.3.

3. STABILISATOR OCH KARNA TILL EN GRUPPVERKAN
Definition 3.1 (karna). Om G verkar paX arkarnantill denna gruppverkan
{g9€Glgx =2 VreX}.
Detta ar detsamma som karnan till den homom@rfi— Sx som defineras av gruppverkan.

Definition 3.2 (stabilisator). Om G verkar paX ar stabilisatorntill ett elementz i X alla
element som fixerat, dvs

G, ={9 € Glg.x ==z}
Sats 3.1.Karnan och stabilisatorn till en gruppverkair delgrupper i gruppen.

Bevis. Eftersom vi redan vet att karnan till en grupphomomorfinf€aar en delgrupp &, ar det
klart att karnan till en gruppverkan ocksa ar en delgrupp

Per definition av gruppverkan ar: = x, vilket visar attG, ar icke-tom. Om ny ochh ligger
i G, far viatt

(gh™ 1)z = (gh™H.(ha) = (gh"'h)rx=gax =1
vilket visar att ocks@h ! ligger i G,. Allstd arG,, en delgrupp. O

Vi kan ocksé se karnan till gruppverkan som skarningealkavstabilisatorer), .  G..
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4. LAGRANGES SATS

Om vi har en andlig grupp visar det sig att delgrupper inte ka vilka ordningar som helst.
Lagranges sats sager oss att delgruppernas ordningse deia gruppens ordning.

Sats 4.1(Lagranges sats).Om H ar en delgrupp i erandlig gruppG sd ar |H| en delare i|G|.

Bevis. Vi kan lataG verka pa sig sjalv genom multiplikation till vanster. fér da en uppsattning
mangdery H av sidoklasser tilld. Tva ekvivalensklasserd och ¢’ H ar lika omg—'¢’ ligger i
H eftersom vi kan skriva om varje elemeyit i ¢’ H som

/-1

99 g9 g h=g(g7'g'h)
som ligger ig H. Om det finns nagot gemensamt element mejlEnoch ¢’ H har vi att
gh=¢h <= g lgh=g'¢N < ¢ ¢ =hh"
Alltsa ger sidoklasserna grartition av GG, dvs en uppdelning av heta i disjunkta delmangder.
Eftersom varje elemen i G ger en bijektion franH till g genom multiplikationen maste

alla sidoklasser ha samma antal element. Darmed mastetelement 7 vara en multipel av
antalet elementH. OJ

Speciellt far vi att ordningen for varje element i en gruppste dela gruppens ordning, och
darmed far vi att
g = e

for alla element i en andlig grup@.

Exempel 4.1.GruppenG = Gly(R) verkar paR? som kolonnvektorer. Stabilisatorn av vektorn
z = (1,0)T ges av alla matriserGl,(R) som uppfyller

a b 1y (1

c d 0o/ \0)’
vilket gera = 1 ochc = 0, menb ochd kan vara vad som helst, s& nar somdatt 0 for att
matrisen skall vara inverterbar. Alltsa har vi

ze{((l) Z) |bdeR, d;éO}

OVNINGAR

Ovning 4.1. Bestam alla elementGly(R) som har andlig ordningLédning Determinanten ar
+1 och egenvardena maste vara enhetsrotter.)

REKOMMENDERADE UPPGIFTER
4.1. 2.1 Definitioner och exempel.3, 4, 6, 9, 10, 15, 16, 17
4.2. 2.2 Centralisatorer, normalisatorer, stabilisatorer ochkarnor. 3,4,7,9,11,12,14
4.3. 2.3 Cykliska grupper och cykliska delgrupper. 3, 4, 10, 16, 21, 23, 25



