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1. DELGRUPPER

Definition 1.1. (delgrupp) En icke-tom delmängdH ⊆ G av en grupp bildar endelgruppom
den är sluten under gruppoperationen och inversen.

Sats 1.1.En ändlig delm̈angd av en grupp̈ar en delgrupp om den̈ar sluten under gruppopera-
tionen.

Bevis.Eftersom delmängden är ändlig och sluten under gruppoperationen måste varje element
ha ändlig ordning, och därmed är också inversen med, eftersom

an = e ⇐⇒ a−1 = an−1.

�

Sats 1.2.En icke-tom delm̈angdH ⊆ G av en grupp̈ar en delgrupp omgh−1 ligger i H för alla
g ochh i H.

Bevis.Eftersome = gg−1 får vi att e ∈ H om H är icke-tom. Därmed får vi atteg−1 = g−1

ligger i H för alla g i H och sedan kan vi skrivagh = g(h−1)−1, vilket ligger i H om g ochh
ligger i H. Alltså ärH sluten under produkt och invers, vilket betyder att det är en delgrupp. �

Sats 1.3.Sk̈arningen av en uppsättning delgrupper̈ar ocks̊a en delgrupp, dvs

H =
⋂

i∈I

Hi

är en delgrupp omHi är en delgrupp f̈or alla i i indexm̈angdenI.

Bevis.SkärningenH är icke-tom eftersome ligger i alla delgrupperHi. Omg ochh ligger i alla
Hi ligger ocksågh−1 i allaHi eftersom dessa är delgrupper. Därmed är ocksåH en delgrupp. �

Exempel 1.1.Den alternerande gruppen,An ⊆ Sn, som består av jämna permutationer är en
delgrupp eftersomσ ◦ τ−1 är en jämn permutation om bådeσ ochτ är jämna permutationer.

Exempel 1.2.Kärnan till en homomorfiΦ : G −→ H är en delgrupp eftersom

Φ(gh−1) = Φ(g)Φ(h)−1 = ee−1 = e

omΦ(g) = Φ(h) = e. Det är klart att kärnan är icke-tom eftersomΦ(e) = e.
1
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Exempel 1.3.Den ortogonala gruppenOn(R) som består av alla ortogonala matriser är en del-
grupp iGln(R) eftersom

(AB−1)(AB−1)T = (ABT )(ABT )T = ABT BAT = AIAT = AAT = I

omAAT = I ochBBT = I, vilket betyder attAB−1 är ortogonal omA ochB är det.
Den speciella linjära gruppenSLn(R) som består av alla matriser som har determinant1 är en

delgrupp iGln(R) eftersom

det(AB−1) = det(A)/ det(B) = 1

omdet(A) = det(B) = 1.

Exempel 1.4.För varje elementg i en gruppG kan vi bilda

〈g〉 = {gi|i ∈ Z}.

Detta är en delgrupp iG eftersom inversen tillgi ärg−i och produkten avgi ochgj ärgi+j. Detta
kallas för dencykliska delgrupp som genereras avg.

Definition 1.2 (ordning). Ordningen av ett elementg är lika med ordningen av den cykliska
delgrupp som genereras avg, dvs kardinaliteten av〈g〉. Vi skriver |g| = |〈g〉|, eller i vissa fall
o(g) = 〈g〉.

2. CENTRALISATORER OCH NORMALISATORER

Definition 2.1 (centralisator). Om vi har en delmängdA ⊆ G av en grupp kallas mängden

CG(A) = {g ∈ G|gag−1 = a, ∀a ∈ A}

för centralisatorntill A i G.

Observera att detta är detsamma som alla element iG som kommuterar med alla element iA,
dvs som uppfyllerga = ag, för allaa i A.

Sats 2.1.Centralisatorn,CG(A), är en delgrupp iG.

Bevis.Förg ochh i CG(A) ocha i A har vi attga = ag ochha = ah. Därmed får vi att

g−1gag−1 = g−1agg−1

vilket är ekvivalent medag−1 = g−1a, ochg−1 ligger i CG(A). Vi har också att

(gh)a = g(ha) = g(ah) = (ga)h = (ag)h = a(gh)

vilket visar attgh ligger i CG(A). �

En liknande konstruktion ger normalisatorn till en mängd.Observera att vi medgAg−1 menar
mängden av alla element på formengag−1 där a ligger i A. På samma sätt kan vi tala om
mängdernagA ochAg.

Definition 2.2 (normalisator). För en delmängdA i en gruppG ärnormalisatorn

NG(A) = {g ∈ G|gAg−1 = A}.

Vi kan även här formulera kravet somgA = Ag.
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Sats 2.2.NormalisatornNG(A) är en delgrupp iG.

Bevis.Förg ochh i NG(A) får vi att

(gh)A(gh)−1 = ghAh−1g−1 = gAg−1 = A

vilket visar attNG(A) är sluten under sammansättning. Vi får också att

g−1A(g−1)−1 = g−1(gAg−1)g = (g−1g)A(g−1g) = A.

För att visa attNG(A) är icke-tom kan vi konstatera atteA = Ae. �

Definition 2.3 (center). Mängden av alla element i en gruppG som kommuterar med alla ele-
ment i gruppen kallascentret, Z(G).

Vi kan se på centret som skärningen mellan alla centralisatorer

Z(G) =
⋂

a∈G

CG(a)

och det är därmed klart att även centret är en delgrupp iG enligt Sats 1.3.

3. STABILISATOR OCH KÄRNA TILL EN GRUPPVERKAN

Definition 3.1 (kärna). OmG verkar påX ärkärnantill denna gruppverkan

{g ∈ G|g.x = x ∀x ∈ X}.

Detta är detsamma som kärnan till den homomorfiG −→ SX som defineras av gruppverkan.

Definition 3.2 (stabilisator). Om G verkar påX är stabilisatorntill ett elementx i X alla
element som fixerarx, dvs

Gx = {g ∈ G|g.x = x}

Sats 3.1.Kärnan och stabilisatorn till en gruppverkan̈ar delgrupper i gruppen.

Bevis.Eftersom vi redan vet att kärnan till en grupphomomorfi från G är en delgrupp iG, är det
klart att kärnan till en gruppverkan också är en delgrupp.

Per definition av gruppverkan äre.x = x, vilket visar attGx är icke-tom. Om nug ochh ligger
i Gx får vi att

(gh−1).x = (gh−1).(h.x) = (gh−1h).x = g.x = x

vilket visar att ocksågh−1 ligger i Gx. Allstå ärGx en delgrupp. �

Vi kan också se kärnan till gruppverkan som skärningen avalla stabilisatorer,
⋂

x∈X Gx.
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4. LAGRANGES SATS

Om vi har en ändlig grupp visar det sig att delgrupper inte kan ha vilka ordningar som helst.
Lagranges sats säger oss att delgruppernas ordningar måste dela gruppens ordning.

Sats 4.1(Lagranges sats).OmH är en delgrupp i en̈andlig gruppG så är |H| en delare i|G|.

Bevis.Vi kan låtaG verka på sig själv genom multiplikation till vänster. Vifår då en uppsättning
mängdergH av sidoklasser tillH. Två ekvivalensklassergH ochg′H är lika omg−1g′ ligger i
H eftersom vi kan skriva om varje elementg′h i g′H som

g′g′−1gg−1g′h = g(g−1g′h)

som ligger igH. Om det finns något gemensamt element mellangH ochg′H har vi att

gh = g′h′ ⇐⇒ g−1gh = g−1g′h′ ⇐⇒ g−1g′ = hh′−1.

Alltså ger sidoklasserna enpartition avG, dvs en uppdelning av helaG i disjunkta delmängder.
Eftersom varje elementg i G ger en bijektion frånH till gH genom multiplikationen måste
alla sidoklasser ha samma antal element. Därmed måste antalet element iG vara en multipel av
antalet element iH. �

Speciellt får vi att ordningen för varje element i en gruppmåste dela gruppens ordning, och
därmed får vi att

g|G| = e

för alla element i en ändlig gruppG.

Exempel 4.1.GruppenG = Gl2(R) verkar påR2 som kolonnvektorer. Stabilisatorn av vektorn
x = (1, 0)T ges av alla matriser iGl2(R) som uppfyller

(

a b
c d

) (

1
0

)

=

(

1
0

)

,

vilket gera = 1 och c = 0, menb ochd kan vara vad som helst, så när som attd 6= 0 för att
matrisen skall vara inverterbar. Alltså har vi

Gx =

{(

1 b
0 d

)

∣

∣ b, d ∈ R, d 6= 0

}

ÖVNINGAR

Övning 4.1. Bestäm alla element iGl2(R) som har ändlig ordning. (Ledning: Determinanten är
±1 och egenvärdena måste vara enhetsrötter.)
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